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Abstract: In this paper we have studied some properties for determinant-calculating for cubic-matrix
of order 2 and order 3. These properties are analogous to some properties for determinants of square
matrix we have proved and noted that these properties also are applicable (or not in some details) on
this concept for cubic-matrix of orders 2 and 3. All results in this paper, are presented in detail during
the theorem proofs.
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1. Introduction

In this paper we prove some properties for determinant of cubic-matrix of order 2 and order
3. In the paper [2], we have defined the concept of determinant for cubic-matrix of order 2 and
order 3, and we have prove some basic properties for calculating this determinants. This idea for
developing this concept, it came simply from the determinant of 2D square matrices [19-21,24-26,29],
as well as determinant of rectangular matrices [3,15-18,30-33]. In paper [1] we have prove that the
Laplace expansion method is valid for calculating the determinant of cubic-matrix for orders 2 and
3. Encouraged by geometric intuition, in this paper we are trying to give an idea and visualize the
meaning of the determinants for the cubic-matrix. Our early research mainly lies between geometry,
algebra, matrix theory, etc., (see [4-14]).

This paper is continuation of the ideas that arise based on previous researches of 3D matrix ring
with element from any whatever field F see [22], but here we study the case when the field F is the
field of real numbers R also is continuation of our research [1,2] related to the study of the properties
of determinants for cubic-matrix of order 2 and 3. In this paper we follow a different method from
method which is studied in [23].

2. Results for more properties of determinants of cubic-matrix of order 2 and order 3

In this section, all proofs of our theorems are based on the definition of determinant for
cubic-matrix of orders 2 and 3, presented in the papers [2] and [1], and results obtained in these
papers.

The proofs of the following Theorems are too loaded with indices to calculate, and we are trying
to make them a little simpler by separating them case by case, to avoid the difficulty of calculations!

Theorem 1. Let’s be A and B 3D-cubic matrix with same order (second and third order matrices), then we have
that:
det(A + B) = det(A) + det(B)

Proof. Case 1. The cubic-matrix A of order 2, (and B has order 2), we will proof the case 1 for each

"o

"horizontal layer", "vertical page" and "vertical layer", as following:
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1. For plan i = 1: Let A and B be cubic-matrix of order 2, where all elements on the plani = 1 are
identical in both matrices, then based on definition of determinant of cubic-matrix presented in [2] and
[1] we have:

ax1y  a) bo11 bon

a a
det[Asx2x2] + det[Baxaxa] = det 111 4121
a1 a1

a112  a122 ) + det (ﬂm a121

a2 4122
bo1y by
= aq11 - @222 — A112 - A221 — 4121 * A212 + (122 - A211 + A111 - boop — a112 - bopy — 121 - bo1p + a122 - bony

while,

a111 a121
det[A2 2x2 + Baxo 2] = det
e e ax11 +bo1  ax1 + by

a112 a122
ax12 +by1o  axn + by

= ay11 - (222 + b22) — a112 - (221 + bo21) — a121 - (a212 + ba12) + a122 - (@211 + bo11)
= a11 - a2 + a111 - baxo — @112 - A1 — a112 - bap1 — a121 - 212 — 121 - boro + a1z - 11 + a122 - bory

If we compare results of above equations, we can see that we have the same result in both cases.
Similarly we will proof for all other cases.

2. For plani = 2: Let A and B be cubic-matrices of order 2, where all elements on the plan i = 2
are identical in both matrices, then we have:

a a
det[Asyox2] + det[Bayaxo] = det | “H1 7121
a1 4221

a2 M2 | g biin b
12 a2 a1l a1

b2 b1
a1 22
= a1y - A2 — A112 - 4221 — A121 - @212 + 4122 - @211 + b111 - 4200 — b112 - A1 — bioy - a212 + b2 - ao11

while,

a1 + b a1+ bix

az11 a1

det[Asx2x2 + Baxoxa] = det (
az12 a2

a2 + b2 an +bin )

= (a111 + bi11) - 4222 — (@112 + b112) - 4201 — (@121 + b121) - a212 + (@122 + b122) - 211
= a1 - 4222 + b1t - a0 — ay12 - A1 — b1 - a1 — a121 - a212 — b1t - az12 + a1p - aon1 + b1 - Ay

If we compare results of above equations, we can see that we have the same result in both cases.
3. For plan j = 1: Let A and B be cubic-matrices of order 2, where all elements on the plan j = 1
are identical in both matrices, then we have:

a1y a2 ar1 by

a a
det[Apyoxa] 4+ det[Byyoxa] = det | 111 T121
ar11  a21

a2 412 >+det (ﬂlll b1

a2 b
a2 by
= ai11 - @222 — 112 - 221 — @121 * @212 + 4122 - A211 + A111 * boop — a112 - boor — biog - a212 + b2 - am1

while,

ariy  ar +baxn

a111 a1 +b
det[Arx2x2 + Baxaxa] = det | 11 P12 2
11 a1 + bax

a2 ap +bixn )

= aq11 - (a222 + b222) — @112 - (A221 + ba21) — (@121 + b121) - A212 + (@122 + b122) - a2t
= a1 - @222 + a111 - by — a1z - A21 — a112 - byor — a121 - A212 — b1t - Az12 + A122 - A211 + 1o - A1

If we compare results of above equations, we can see that we have the same result in both cases.
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4. For plan j = 2: Let A and B be cubic-matrices of order 2, where all elements on the plan j = 2
are identical in both matrices, then we have:

ar1y  ay» bo11  axm

a a
dEt[AZXZXZ] + det[B2X2><2] = det 111 121
az11 4221

a2 412 >+det (blll a121

biio a1
bo1y  ax»
= aq11 - A2 — A112 - 4221 — @121 - 212 + @122 - @211 + bi11 - A2 — br12 - A2p1 — a121 - b1 + a122 - b1y

while,

ax12 +bop a2

a1+ b A
det[Asx2x2 + Boxaxa] = det b
a11 + 211 4221

a2 + b1 a1» )

= (a111 + bi11) - 4220 — (@112 + b112) - a201 — a121 - (a212 + bp12) + a122 - (4211 + b211)
= aq11 - @222 + bi11 - G202 — a112 - A1 — bi1p - A1 — A121 - 4212 — A121 - ba1o + a122 - Ax11 + a122 - bony

If we compare results of above equations, we can see that we have the same result in both cases.
5. For plan k = 1: Let A and B be cubic-matrices of order 2, where all elements on the plan k =1
are identical in both matrices, then we have:

a2 a2 az11 4221

a a
det[Asynxo] + det[Bayoyo] = det [ 1 712
az11 4221

a1z 4122 >+det (61111 a121

biio b
brio b

= a1y - A2 — A112 - 4221 — A121 * @212 + 4122 - A211 + a111 - boop — b1z - a1 — a121 - borp + bixo - ao11
while,

a111 4121
det[Azx2x2 + Baxoxa] = det
az11 4221

a2 +bio  an +bin
ax12 +byio  axn + by

= a111 - (a222 + bax) — (a112 + b112) - a201 — a121 - (a212 + b212) + (@122 + b122) - a211
= aj1q - a2 + a111 - by — ag12 - a1 — b1 - a1 — a121 - A212 — A121 - ba1o + aip - Aoy + bio - a1y

If we compare results of above equations, we can see that we have the same result in both cases.
6. For plan k = 2: Let A and B be cubic-matrices of order 2, where all elements on the plan k = 2
are identical in both matrices, then we have:

a a
det[Ary0x2] + det[Byyxoxo] = det ( 11 4121
az11  a21

a2 a1 bin bin
+ det
ariy  a» br11 by

a1z 4122
a2 a2
= ai11 - A2 — A112 - A221 — A121 * @212 + @122 - A211 + b111 - 4200 — 112 - boo1 — bio1 - a212 + @122 - bony

a2 4122
a1y a2

= (a111 + b111) - 4220 — ay12 - (221 + bo21) — (@121 + bi21) - 4212 + a122 - (@211 + bo11)

while,
a1 + b a1 + bin

det[A + Baxaxz| = det
[ 2x2x2 x2x ] a1 +bo11 a1 + boyy

= a1 - 4222 + b111 - a0 — a112 - 4201 — A112 - b1 — a121 - A212 — b1t - az12 + a1n - Ao11 + a122 - bony

If we compare results of above equations, we can see that we have the same result in both cases.
Case 2. The cubic-matrix A of order 3, (and B has order 3), we will proof the case 1 for each
"horizontal layer”, "vertical page" and "vertical layer", as following:
1. For plan i = 1: Let A and B be cubic-matrices of order 3, where all elements on the plani =1
and i = 2 are identical in both matrices, then we have:
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a111 4121 4131|4112 4122 @132 (4113 4123 4133
det[Aesxst] +d€t[33x3x3] =det | ay;1 axp1 axpi|ax2 G a3 A3 A3 (233
a311 @321 4331|4312 4322 332 |A313 4323 4333

a111 4121 4131|4112 4122 @132 |4113 4123 4133
+det | axi1 axp1  a3i|axia a4 a3 |a213 A3 4233
b311 b1 b3zi|b3ia bz b3zp b3z b3z bz

= {aq11 - 222 - 333 — A111 - A232 - A323 — A111 - 223 - A332 + A111 - A233 - A322 — A112 - A221 * 4333
+a112 - 4223 - A331 + A112 - 4231 * A323 — A112 - 4233 - A321 + A113 * A221 - 4332 — 4113 * A222 * 4331
—a113 - A231 - 322 + 113 - 4232 - A321 — A121 * A212 - 4333 1 A121 " 213 - A332 + A121 - 4232 * 4313
—a121 - A233 - 312 + A122 - 4211 * 4333 — 122 * 213 - 4331 — A122 * 4231 * 4313 + 4122 - 4233 * 4311
—a123 - A211 - 4332 + 123 - 4212 - 4331 + 123 - 4231 - 4312 — @123 " 4232 - A311 + 4131 - 4212 * 4323
—a131 - 4213 - 4322 — 131 - 4222 - 4313 + 131 * 4223 - A312 — A132 * 211 * 4323 + 4132 - 4213 * 4321
+a132 - 21 - 313 — 4132 - 223 - 311 + 4133 - 4211 - 4322 — 4133 * 4212 - 4311 — 4133 * 221 * 4312

+a133 - a2z - a311} + {a111 - 4222 - b3z — a111 - a32 - boz — ayn1 - A223 - bazp + arn1 - 4233 - bax
—a112 - 4221 - bazs + a112 - @223 - b3zt + a112 - 4231 - b3pz — A112 - 4233 - bapy + a113 - 401 - b3z
—a113 - 4222 - b3z1 — A113 - A231 - baxo + a113 - a32 - bapr — a121 - A212 - b3zz + a121 - 4213 - basz
+a121 - 4232 - b313 — a121 - 233 - b312 + A122 - 4211 * b33z — a122 - 213 - baz1 — A122 - 4231 - D313
+a120 - 4233 - b311 — a123 - 211 - bagz + A123 - d212 - b33y + a123 - 231 - b3z — a123 - 4oz - b3ny
+a131 - 4212 - b3z — a131 - 213 - bapn — a131 - 4220 - D313 + A131 - 203 - b312 — a132 - 4211 - b3
+a13p - 4213 - b3p1 + 132 - 201 - b1z — A132 - 4223 - D311 + a133 - a211 - bagy — d133 - do12 - bann

—a133 - a1 - b312 + a133 - 4202 - b311 }

while,
a11 a121 a131
det[A3x3x3 + B3x3x3] = det a211 a1 az31
az11 +bs11 asn + b3 a3z + bz

a112 a122 a132 113 a123 a133
az12 a2 a232 a13 a23 233
az12 +bzio a3 + b3 azzx +bazp a3z + b3z azpz + b3z azzz + basz

= ay11 - 4222 - (@333 + b333) — aq11 - 232 - (@323 + b323) — aq11 - A223 - (332 + b332) + a111 - a233 - (322 + b3z2)

—a112 - az01 - (a333 + b333) + a112 - 4203 - (a331 + b3z1) + a112 - 4231 - (4303 + b3p3) — a112 - 4233 - (a321 + baon

+a113 - a1 - (4332 + b3zn) — a113 - a2 - (a331 + b3z1) — a113 - 4231 - (4322 + b3xp) +a113 - 4232 - (321 + b3y

+a122 - ap11 - (4333 + b3zz) — a1 - a213 - (@331 4 b3z1) — @120 - a231 - (A313 + b313) + a122 - 4233 - (311 + b3

332 + b3zp) + a123 - A212 - (a331 + b3z1) + a123 - a231 - (312 + b312) — @123 - 4232 - (311 + b3y

( ) ( ( ) )
( ) ( ( ) )
—a121 - A212 * (4333 + bssz) + a121 - 4213 - (332 + b3z2) + @121 - A3+ (4313 + b313) — 121 - 233 - (a312 + b312)
( ) ( ( ) )
—a123 - 211 * ( ) ( ( ) )
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+a131 - 4212 (ﬂ323 + b323) — 4131 - 4213 * (11322 + bszz) —a131 - 4222 ¢ (61313 + b313) + 4131 - 4223 (ﬂ312 + bslz)
—a132 - a211 - (a323 + b323) + a132 - 4213 - (@321 + bap1) +a132 - a1 - (313 + b313) — @132 - 223 - (4311 + b311)
+a133 - 411 - (@320 4+ b3po) — @133 - 12 - (311 + b311) — @133 - A221 - (4312 + b312) + 4133 - 4202 - (@311 + b311).

Hence,
def[A3x3x3 + BB><3><3] = a1 - 4222 - 4333 + A111 - 222 - b33z — a111 - 232 - 4323 — 111 - 4232 - b3z

—a111 - 4223 * 4332 — A111 - 223 - b3zp + a111 - 4233 - 4322 + A111 - A233 - baxp — 112 - 4201 - 4333
—a112 - A221 - baza + a112 - 223 - 4331 + 4112 - 4223 - b33y + A112 - 4231 - A323 + A112 - 4231 - baos
—a112 - 4233 - 4321 — A112 - 4233 - b3p1 + a113 - 4201 - 4332 + A113 - A201 - b3z — 4113 - 4222 - 4331
—a113 - A222 - b3g1 — a113 - 231 - 4322 — @113 - 4231 - b3xa + A113 - 4232 - A321 + a113 - A232 - b3y
—a121 - 4212 - 4333 — A121 - @212 - b33z + 4121 - 4213 - 4332 + A121 - 4213 - bazp + 121 - 4232 - 4313
+a121 - 4232 - b313 — @121 - 233 - A312 — 4121 - 4233 * D312 + A122 - A211 - A333 + A122 - 4211 - b33z
—a122 - 213 - 4331 — A122 - @213 - b331 — @120 - 4231 - 4313 — A122 - A231 - b313 + d120 - 4233 - 4311
+a122 - 4233 - b311 — A123 - A211 - A332 — 4123 - 4211 * D332 + A123 - A212 - A331 + 4123 - 4212 - b33y
+a123 - 4231 - 4312 + @123 4231 - b312 — A123 - 4232 - A311 — A123 - A232 - b311 + 4131 - 4212 - 4323
+a131 - 4212 - b3pz — a131 - 213 - 322 — 4131 4213 * b3pp — A131 - 202 - A313 — 4131 - 4222 - D313
+a131 - 223 4312 + 4131 - 4223 - b312 — @132 - A211 - @323 — A132 - 4211 - b3z + a132 - A213 - A321
+a132 - 4213 - b3p1 + a132 - 201 - A313 + A132 - 4221 - b313 — A132 - A203 - A311 — A132 - 4223 - b3ny
+a133 4211 * @322 + 133 + 211 - bax — 4133 - 4212 * 4311 — @133 - A212 * b311 — A133 - A221 - 4312
—a133 - a1 - b1 + A133 - A222 - A311 + 4133 - 4222 - b3

If we compare results of above equations, we can see that we have the same result in both cases.
2. For plan i = 2: Let A and B be cubic-matrices of order 3, where all elements on the plani = 1
and i = 3 are identical in both matrices, then we have:

a111 4121 4131|4112 4122 @132 (4113 4123 4133
det[A3><3><3] +det[33x3x3] =det | ap11 ax1 314212 G20 232 |A213 A3 (233
a311 4321 4331|4312 4322 @332 |4313 4323 4333

a111 4121 4131|4112 4122 @132 |4113 4123 4133
+det | byi1 byor bz baz bap bpza bz bz bysz
as311 4321 4331|4312 4322 332 |4313 4323 4333

= {aq11 - a222 - 333 — Ay11 - (232 - A323 — A111 - 223 - A332 + A111 - A233 - A322 — A112 - A221 * A333
+a112 - 223 - 4331 + 4112 - A231 - 4323 — A112 - 4233 - A321 + A113 - 4221 - 4332 — A113 * 4222 " A331
—0a113 - A231 - 322 + 113 - 4232 - A321 — A121 * A212 - 4333 1 A121 * 213 - A332 + A121 * 4232 * 4313
—a121 - 4233 - 312 + 122 - 4211 - 4333 — (122 * 213 - 4331 — A122 * A231 * 313 + 4122 - 4233 * 4311
—0a123 - A211 * 4332 + 123 - A212 - 4331 + 123 - 4231 - A312 — A123 " 4232 - A311 + 4131 * 4212 * 4323
—a131 - 4213 - 4322 — 131 - 4222 * 4313 + 131 * 4223 * A312 — A132 * 211 * 4323 + 4132 * 4213 * 4321

+a132 - App1 - 4313 — A132 - 4223 - 4311 + 4133 - A211 * 4322 — 4133 * 4212 * 4311 — 4133 * 4221 * 312
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+a133 - 222 - a311} + {a111 - b - 333 — a111 - basa - @33 — 111 - bans - @332 + a111 - bz - 4z
—a112 - by - 333 + a112 - baos - a331 + a112 - boz1 - 303 — a112 - basz - 431 + a113 - booy - a3z
—a113 - byp - a331 — a113 - bazy - a3 +a113 - bzp - 321 — a121 - bo1o - 4333 + a121 - bo1z - a3z
+a121 - bazp - 4313 — a121 - bass - 312 + A122 - ba11 - 4333 — 122 - boia - A3z — a1 - b3y - 4313
+a122 - ba3z - 4311 — 123 - bo11 - @332 + A123 - bo1o - 4331 + a123 - baz1 - 312 — a123 - bazp - 431y
+a131 - boa - 4323 — @131 - b2z - a3 — a131 - booo - 4313 + a131 - baos - 4312 — a132 - bo1y - 4323
+a132 - ba13 - a3p1 + 132 - bao1 - 313 — a132 - baos - 4311 + a133 - bo1 - A3 — 4133 - bo1o - a3ny

—a133 - byo1 - az12 + a133 - oo - 61311}

while,
a111 a121 131
det[A3x3x3 + B3xaxa] = det | ap11 + o1 4201 +bax1 231 + boss
a311 a321 a331
a112 a122 a132 113 a123 a133
a212 +by1o a0 +baxo a3 +bozp |az13 + bo1z a3 + bz a3z + bysz
as12 322 a332 313 a323 a333
= ay11 - (222 + b222) - a333 — aq11 - (A232 + bazo) - a303 — @111 - (@203 + b23) - 330 + a111 - (a233 + b233) - a3
—a112 - (a1 + byo1) - a333 + a1z - (4203 + bp23) - azz1 + ar12 - (231 + b231) - a323 — a112 - (a233 + b233) - a3
+aq13 - (a1 +byo1) - asz — a113 - (a200 + bo) - azz1 — a113 - (231 + bz1) - a3z + a113 - (a32 + bozo) - az;
—a121 - (@212 + b212) - a333 + a121 - (8213 + b213) - @332 + a121 - (a232 + b232) - 4313 — a121 - (A233 + b233) - 4312
+a122 - (a211 + b211) - 4333 — 122 - (a213 + b213) - A331 — a120 - (A31 + boz1) - az13 + a122 - (4233 + bosz) - Az
—a123 - (211 + bo11) - a332 + 4123 - (212 + b212) - a331 + a123 - (a231 + b231) - 4312 — a123 - (a232 + bo32) - 4311
+a131 - (a212 + b212) - 4303 — a131 - (a213 + b213) - a300 — a131 - (a202 + b2x2) - a313 + a131 - (a23 + b2o3) - a312
—a132 - (a211 + bo11) - a33 + a3z - (a213 + b13) - azo1 + a132 - (221 + boo1) - a313 — @132 - (a203 + bon3) - a3y
+a133 - (a11 + bo11) - az00 — 133 - (A212 + ba12) - a311 — @133 - (201 + boo1) - a312 + a133 - (a2 + boxo) - 4311
Hence,

det[A3x3x3 + B3x3x3] = @111 - a202 - 4333 + @111 - booo - 333 — A111 - (232 - 4303 — A111 - ba3p - 4323

—a111 - @223 332 — A111 - D223 - A332 + A111 - 4233 - 4322 + A111 - bass - A3p2 — A112 - A221 - 333 — A112 - Doy - 4333
+a112 - 223 - A331 + 112 - baos - 331 + a112 - 4231 - 4323 + A112 - bzt - 4323 — A112 - A233 - 4321 — A112 - b33 - 4321
+a113 - 201 - A332 + 4113 - ban1 - A332 — A113 - 4200 - 4331 — A113 - boop - 4331 — 4113 - 4231 - 322 — 113 - D23y - Az
+a113 - 232 - A321 +a113 - bazp - 321 — A121 - 4212 - 4333 — A121 * b212 - 4333 + 4121 - 4213 - 332 + 121 - D213 - A332
+a121 - 232 - 4313 + a121 - bazp - 313 — A121 - 4233 - A312 — A121 - b2s3 - A312 + A122 - d211 - 333 + 122 - D11 - 4333
—a122 - 4213 - 4331 — 122 - b213 - 4331 — @122 4231 - 4313 — @122 - b231 - 4313 + 4122 - 4233 - A311 + A122 - b2z - 4311
—a123 - A211 4332 — @123 - bo11 - 4332 + A123 - 212 - 331 + 4123 - ba12 - 4331 + A123 - A231 - A312 + 4123 - D231 - 4312
—a123 - A232 311 — A123 - b3 - A311 + @131 - 4212 - 4323 + 4131 - bo12 - 4323 — 4131 - 4213 - 322 — 131 - bo13 - A3

—a131 - 4222 - 4313 — @131 - D222 - 4313 + A131 - 4223 - 4312 + A131 - D223 - 4312 — A13p - 411 - 4323 — @132 - b1t - A323
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+ai3p - a213 - a3p1 + 132 - bo13 - a3p1 + A13p - A221 - 4313 + A132 - bap - 4313 — A132 - @223 - 4311 — A132 - 223 - 4311
+a133 - a211 - a3 + 4133 - bo11 - A320 — A133 - A212 - 4311 — 4133  bo12 - 4311 — 4133 - A201 - A312 — (133 * b1 - 4312
+ay33 - a0 - az11 + 4133 - baoo - aznn

If we compare results of above equations, we can see that we have the same result in both cases.
3. For plan i = 3: Let A and B be cubic-matrices of order 3, where all elements on the plan i = 2
and i = 3 are identical in both matrices, then we have:

a1l 4121 4131|4112 4122 4132 (4113 4123 4133
det[A3x3x3] +det[B3xaxa] = det [ ari1 a1 a31|aoin a0 a3 |A2i3 423 a233
as311 @321 4331|4312 4322 332 |4313 4323 4333

b1t bz bizi|biz b bizp [biiz bz biss
+det | api1 a1 axz| a2 G a3 A3 A3 (33
a311  asp1 4331|4312 4322 Aa332 (4313 4323 (4333

= {a111 - 4222 - 333 — @111 - G232 - 4323 — @111 - 3223 - 332 + A111 - 3233 - A302 — A112  A221 - @333 + A112 4223 - A331
+a112 - 4231 - 4323 — A112 - 4233 - 4321 + A113 * A221 - A332 — A113 * 4222 * 4331 — A113 * A231 * 4322 + 4113 - 4232 * 4321
—a121 - A212 - 4333 + A121 - 4213 - A332 + A121 - 4232 - A313 — A121 - 4233 - 4312 + 4122 - A211 - 4333 — A122 * 4213 - 4331
—a122 - A231 - 4313 + A122 - A233 - A311 — A123 - 4211 * 4332 + 4123 - A212 * 4331 + 4123 - 4231 - A312 — 123 * 4232 - (311
+a131 - A212 - 4323 — A131 * A213 - A322 — A131 - A222 - A313 + 131 - A223 - A312 — A132 * 4211 * 4323 + 4132 * 4213 * 4321
+a132 - a1 - @313 — @132 - 223 - A311 + 133 - A211 - @322 — 4133 * A212  A311 — @133 - A221 - A312 + @133 - 4222 - A311 }
+{b111 - a222 - @333 — b111 - A232 - 4323 — b11 - 3223 - A332 + D111 - 4233 - 4322 — b112 - 201 - 4333 + b112 - 4223 - A331
+b112 - a231 - a323 — b112 - 4233 - 321 + b113 - 4201 - 4332 — b113 - 4202 - 4331 — D113 - @231 - 4320 + b113 - A3 - A321
—b121 - 4212 - A333 + b121 - 4213 - 4332 + b121 - 232 - 4313 — D121 - @233 4312 + b122 - 4211 - A333 — b1z - 4213 - 4331
—b12y - 231 - 313 + D122 - 4233 - 4311 — b123 - 211 - 332 + D123 - 4212 - 4331 + b123 - 231 - 4312 — b123 - 4232 - 4311
+b131 - a212 - a323 — b131 - 4213 - 322 — b131 - 4220 - 4313 + b131 4203 - 4312 — D132 - A211 - 4323 + b132 - 4213 - 4321

+b132 - 901 - A313 — bi3p - 4203 - A311 + D133 - 4211 - 4320 — b133 - A212 - 4311 — b133 - A1 - 312 + D133 - 4222 - 4311 }

while,
ar11 +biin a1 +bi 4131+ bz
det[A3x3x3 + B3x3x3] = det a an1 31
as11 as321 as31

a112 + b1 a1 + b1 @132 +bizp (113 + b1z @123 +bioz a3z + bisz
az12 222 232 213 a23 a233
as12 322 a332 313 a323 a333

= (a111 + b111) - a2 - a333 — (a111 + b111) - 4232 - 4303 — (@111 + b111) - a3 - azzp + (@111 + b111) - a233 - A3

—(a112 + b112) - ax01 - a333 + (a112 + b112) - 403 - azz1 + (@112 + bi12) - 4231 - 433 — (a112 + b112) - 4233 - 4321

+(a113 + b113) - a1 - a3z — (@113 + b113) - 4202 - az31 — (@113 + b113 - 232 - 4321

232 * 4313 —

+ a122 + b122) - a213 - a331 — (A122 + b122) - a231 - a313 + (@122 + b1x2) - 233 - a311

(
(
~ap31 - 32 + (4113 + b1z
(
1122 + b1) - a211 - azz3 — (
(

) )
) )
) )
) 121 + b121) - 4233 - a312
) )
) )

( ( )
( ( )
—(a121 + b121) - a212 - a333 + (4121 + b121) - 4213 - azz2 + (2121 + b1z
( ( )
( ( )

—(a123 + b123) - ap11 - a332 + (@123 + b123) - 212 - a331 + (@123 + b123) - 4231 - 4312 — (@123 + b123) - 4232 - 4311
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+(a131 + b131) - a212 - 4303 — (@131 + bi31) - a213 - a300 — (@131 + b131) - A2 - az13 + (131 + b131) - 4203 - A312
—(a132 + b132) - A211 - a323 + (@132 + b132) - 213 - 321 + (@132 + b132) - A201 - 4313 — (@132 + b132) - 4223 - 4311
+(a133 + b133) - ap11 - 320 — (@133 + b133) - 212 - az11 — (@133 + b133) - A201 - 4312 + (133 + b133) - 4220 - a311

Hence,
det[A3x3x3] + B3><3><3] = a1 - 4222 - 4333 + b111 - 4202 - 4333 — A111 - A232 - 4323 — D111 - A232 - (323

—a111 - @223 - 332 — b111 - 4203 - A332 + A111 - 4233 - 4322 + D111 - A233 - A302 — 4112 - A221 - A333 — b112 - 4221 - 4333
+a112 - 4203 - 4331 + b112 - 223 - 4331 + A112 - 4231 - 4323 + b112 - @231 - 4323 — A112 4233 - A321 — D112 - 4233 - 4321
+a113 - 201 - a332 + b113 - 4221 - A332 — (113 - 4222 - 4331 — b113 - 202 - 4331 — 4113 - @231 * 322 — b113 - 4231 - A3
+a113 - 4232 - a321 + b113 - @232 - A321 — 4121 - 4212 - 4333 — b121 - A212 - 4333 + 4121 - 4213 - 4332 + D121 - d213 - A332
+a121 - 232 - 4313 + b121 - 4232 - 313 — A121 - 4233 - A312 — b121 - A233 - 4312 + A122 - A211 - 333 + b122 - 4211 - 4333
—a122 - @213 4331 — b122 - 4213 - 331 — @122 4231 - 4313 — D122 - @231 4313 + 4122 - 4233 - A311 + b122 4233 - 4311
—a123 - A211 * 332 — b123 - 4211 - 4332 + @123 A212 - 4331 + D123 - A212 - 4331 + 4123 - A231 - 312 + b123 - 4231 - A312
—a123 - A232 311 — b123 - 4232 - A311 + A131 4212 - 4323 + D131 - A212 - 4323 — 4131 - @213 - 322 — b131 - 4213 - A3
—a131 - 222 - 4313 — D131 - 4222 - 4313 + 131 * 4203 * 4312 + D131 - 4223 - 4312 — A132 - A211 * A323 — D132 - 4211 - 4323
+a132 - 213 - a321 + b132 - 4213 - 321 + 132 - 4221 - @313 + b132 - 201 - 4313 — 4132 - A203 - 4311 — D132 - 4223 - A311
+a133 - 4211 - a322 + b133 - @211 - A322 — 4133 - 4212 - 4311 — b133 - A212 - 4311 — 4133 - 4201 - 4312 — b133 - A221 - 4312
+a133 - 4222 - 4311 + b133 - 202 - A311.

If we compare results of above equations, we can see that we have the same result in both cases.
4. For plan j = 1: Let A and B be cubic-matrices of order 3, where all elements on the plan j = 1
and j = 2 are identical in both matrices, then have:

a111 4121 4131|4112 4122 @132 (4113 4123 4133
det[A3y3x3] +det[B3xsxa] = det | ap1  am1  ao31|a2in a2 ax3 |A213 A3 A233
a311 a321 4331|4312 4322 332 |A313 4323 4333

a1 @21 bizi|ane mn bz |z a4z biss
+det | a1 axp1 bazi|axiz a2 bysp|aziz a3 by33
az11 31 bszi|azin azn bz |asziz az;s bass

= {aq11 - a222 - A333 — A111 - A232 - G323 — A111 - 223 - A332 + A111 - 3233 - A322 — A112 - A221 - 4333 + A112 - A223 - 4331
+a112 - 4231 - 4323 — A112 - A233 - A321 + A113 - A221 - 4332 — A113 - A222 - A331 — A113 * 4231 * 4322 + 4113 * 4232 * 4321
—a121 - A212 - 4333 + A121 - 4213 - A332 + A121 - 4232 - 4313 — A121 - 4233 - A312 + 4122 - 211 - 4333 — A122 * 4213 - (331
—a122 + (231 * 4313 + A122 - 233 - A311 — 123 * 4211 * 4332 + 4123 - A212 * 4331 + 4123 - 4231 * A312 — A123 * 4232 * 4311
+a131 - A212 - 4323 — 4131 - 4213 - 4322 — A131 * A222 - 4313 + A131 - 4223 - A312 — A132 - A211 * 4323 + 4132 - A213 - 4321
+a132 - a1 - A313 — @132 - A223 - A311 + 133 - A211 - @322 — 4133 - A212 - A311 — @133 - A221 - A312 + A133 - A222 - A311 }
+{a111 - 222 - b3zz — a111 - baza - 4323 — A111 - A203 - baza +aq11 - bz - a2 — A112 - G221 - bazz + 112 - 4223 - b3z
+a112 - byz1 - a3p3 — a112 - basz - 321 +a113 - 4221 - bazp — @113 - A200 - b33y — a113 - bas1 - azpn +a113 - bozp - A3

—a1p1 - A212 - b33z + a121 - A213 - b3z + a121 - b3 - 313 — A121 - b33 - 312 + A122 - 4211 - b3zz — a1 - 4213 - b3z
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—a12 - b3y - 313 + a1 - b33 - 311 — @123 - 4211 - b33 + A123 - A212 - b33y + A123 - b3y - 312 — a123 - bz - a3
+b131 - 212 - a33 — b131 - 4213 - 4322 — b131 - 202 - 313 + b131 - 4223 - A312 — D132 - 4211 - 4323 + b132 - A213 - A321
+b132 - Ap1 - A313 — D132 - 4203 - A311 + b133 - 4211 - A300 — 133 - 212 - 4311 — bi33 - 201 - 312 + D133 - A2 - 4311 }
while,

aiin a1 4131 +bi|ane @ az +bix |ans a3 4133 + biss

det[A3x3x3+ B3x3x3] = det | ap;1 a1 o1+ bosi| a2 axn a2z + bozp a213  a23 233 + boss
az11 a3 4331 +bazi|aziy Az aszp +bazp a3z a33  assz + basz

= a111 - 222 - (@333 + b3az) — a11 - (4232 + b23a) - @303 — 111 - @223 - (4332 + b3z2) +an11 - (233 + b233) - 4322
—a112 - ax21 - (4333 + b333) + a112 - 4223 - (A331 + b3z1) + a112 - (4231 + bos1) - asa3 — a1z - (233 + b2sz) - a3
+a113 - a1 - (a332 + baza) — a113 - A2 - (331 + b3a1) — a113 - (a231 + bas1) - @302 + A113 - (a232 + baz2) - as;
—a121 - a212 - (a333 + b333) + a121 - 213 - (A332 + b332) +a121 - (a232 + ba32) - a313 — a121 - (A233 + b233) - 4312
+a122 - az11 - (4333 + b3sz) — A122 - A213 - (331 + b3a1) — a1 - (231 + b231) - 3313 + 3122 - (4233 + b233) - a3n
—a123 - 211 - (@332 + b332) + @123 - a212 - (A331 + b3a1) + 123 - (A231 + b231) - 4312 — A123 - (232 + b232) - 3311

+(a131 + b131) - 4212 - 4323 — (@131 + b131) - 4213 - a322 — (@131 + b131) - 3220 - 4313 + (131 + b131) - 4223 - 4312
— (@132 + b132) - az11 - a323 + (@132 + b132) - 4213 - a321 + (@132 + b132) - A201 - 313 — (@132 + b132) - 4203 - A311
+(a133 + b133) - 4211 - 320 — (@133 + b133) - a212 - a311 — (@133 + b133) - @221 - A312 + (4133 + b133) - 4222 - 311
= a111 - 222 - 4333 + 4111 - @222 - b3zz — A111 - A232 - 323 — A111 - bo3p - 4323 — A111 - 4203 - 4332 — 4111 * 4223 - b3z
+a111 - 233 - a322 + 4111 - bazz - 322 — A112 - 421 - 4333 — A112 4201 - b33z + 4112 - 203 - 4331 + 4112 - baos - A331
+a112 - 231 - A323 + 112 - ba31 - 323 — A112 - 4233 - 4321 — A112 - b33 - A3p1 + 4113 - A221 - 332 + 113 - 4221 - b3z
—a113 - A222 331 — A113 - 4222 - baz1 — A113 - 4231 - 4322 — 4113 - bos1 - 300 + 113 - A3 - A321 + a113 - baza - d3n1
—a121 - A212 333 — A121 - 4212 - b33z + A121 - 4213 - 4332 + 4121 - 213 - b332 + a121 - d232 - 4313 + a121 - D232 - 4313
—a121 233 - 4312 — @121 - b233 - 4312 + 122 - 211 - 4333 + @122 - A211 - b33z — 122 - 4213 - 4331 — @122 - 4213 - b33y
—a122 - 4231 313 — 122 - D231 - 313 + A122 - 4233 - 4311 + A122 - bos3 - A311 — 4123 - A211 - A332 — A123 - 4211 * b3z
+a123 - 4212 - a331 + A123 * 212 - b331 + 4123 - 4231 - 4312 + A123 - bo31 - A312 — 4123 - 4232 - 4311 — A123 - bazp - A311
+a131 - 212 - 4323 + b131 - d212 - 323 — A131 - 4213 - 4320 — b131 - A213 - 4300 — 4131 - A222 - 313 — b131 - 4220 - 4313
+a131 - 223 - 4312 + b131 - 4223 - G312 — 132 - 4211 - @323 — b132 211 - 4323 + 4132 - A213 - 4321 + D132 - 4213 - 4321
+a13p - a201 - 4313 + b132 - 4221 - 313 — A132 - 4223 - 4311 — D132 - A203 - 4311 + 4133 - d211 - 322 + b133 - d211 - A3
—a133 - A212 * 4311 — b133 - 4212 - 4311 — @133 - 201 - 4312 — D133 - @201 - 4312 + 4133 - A222 - A311 + b133 - 4222 - 4311

If we compare results of above equations, we can see that we have the same result in both cases.
5. For plan j = 2: Let A and B be cubic-matrices of order 3, where all elements on the plan j = 1
and j = 3 are identical in both matrices, then have:

a1l 4121 4131|4112 4122 4132|4113 4123 4133
det[A3><3><3] +det[33x3x3] =det | ap11 ax1 a31|a212 A0 232 |A213 (23 (233
4311 4321 4331|4312 4322 @332 |4313 4323 0333
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a1 b ai|ane b a4z |z bz 4133
+det | ax1 byr axi|anz b a4 |a2iz bz 4233
a311 bz azzi|azip bn a3z |asiz bz asz

= {aq11 - a222 - a333 — A111 - A232 - G323 — A111 - G223 - A332 + A111 - 3233 - A322 — (112 - A221 - 4333 + A112 - A223 - 4331
+a112 - 4231+ 4323 — 4112 - 233 - 4321 T 113 * A221 - 4332 — A113 - 4222 - 4331 — A113 - A231 * 4322 + 4113 - 4232 - 4321
—a121 - A212 - 4333 + A121 - 4213 - A332 + A121 - 4232 - A313 — A121 - 4233 - A312 + A122 - 211 - 4333 — 122 * 4213 - 331
—a122 * (231 - 4313 + A122 - 4233 - A311 — 123 * 4211 - 4332 + A123 - A212 * 4331 1+ 4123 * 231 * 4312 — A123 * 4232 * 4311
+a131 - A212 - 4323 — 4131 - 4213 - 4322 — A131 * A222 - 4313 + A131 - 4223 - A312 — A132 - A211 * 4323 + 4132 - 4213 - 4321
+a13p - a1 - A313 — @132 - 4223 - A311 + 133 - A211 - @322 — 4133 - A212 - A321 — @133 - A221 - A312 + A133 - A222 - A311 }
+{a111 - ooz - a333 — 111 - 3232 - b33 — A111 - D223 - A332 + @111 - @233 - b3op — @112 - bopy - @333 + 112 - bao3 - a331
+a112 - 231 - b3pz — a112 - 4233 - bao1 +a113 - booy - A3z — A113 - booo - 4331 — 4113 - 231 - b3on + a113 - A2z - b3y
—b1o1 - a212 - 333 + D121 - 4213 - 4332 + b121 - 232 4313 — D121 - 4233 - 4312 + b122 - 211 - 333 — D122 - 4213 - 4331
—b122 - 4231 - A313 + b1z - 4233 - 311 — b123 - 211 - 4332 + D123 - @212 - 4331 + b123 - 4231 - A312 — b123 - 4232 - 4311
+a131 - 4212 - b3pz — @131 - @213 - baza — a131 - bz - 4313 + @131 - baos - A312 — 4132 - 4211 - b3az +a132 - 213 - b3
+a132 - b1 - a313 — @132 - bans - 311 +a133 - A211 - 3o — a133 - A212 - 321 — @133 - boo1 - 4312 + @133 - b2z - 4311}

while,

apir a1 +bior ai|ane @ +biy aix |ans a3 +biz 4133
det[A3x3x3+ B3x3axa] = det | ap11  api+ b a231|a212 G +boy  a3p |13 4203 + bz an33
a1 asp1 + b1 assi|asiz a4z +bsp  azs (4313 4323 + b3z assz

= a111 - (222 + b222) - 4333 — a111 - a232 - (323 + b323) — a111 - (A223 + b2o3) - A332 + 111 - 4233 - (A322 + b322)
—a112 - (221 + bo1) - a333 + a112 - (A223 + b223) - a331 + 112 - A231 - (@323 + b323) — @112 - 3233 - (@321 + b321)
+a113 - (221 + b221) - 4332 — a113 - (a202 + b222) - A331 — 113 - A231 - (@322 + b322) + a113 - 4232 - (A321 + b321)
— (@121 + b121) - 4212 - a333 + (@121 + b121) - 4213 - a332 + (121 + b121) - @232 - 4313 — (@121 + b121) - 4233 - 4312
+(a122 + b122) - 4211 - 333 — (@122 + b122) - a213 - a331 — (@122 + b122) - (231 - 4313 + (@122 + b122) - 4233 - 311
— (@123 + b123) - 4211 - A332 + (@123 + b123) - 212 - a331 + (123 + b123) - 4231 - 312 — (@123 + b123) - 4232 - 4311
+a131 - a212 - (a323 + b323) — A131 - 4213 - (@322 + b32) — a131 - (A222 + b222) - 4313 + 131 - (a223 + b223) - 312
—a132 - 4211+ (a323 + b33) +a132 - 4213 - (a321 + b3ar) + a3z - (a221 + boo1) - a313 — a3z - (a223 + bos) - a3y
+a133 - a211 - (a322 + b3oz) — @133 - A212 - (4321 + b3o1) — @133+ (A201 + boo1) - 4312 + @133+ (A222 + b222) - 4311
= a111 - 4222 - 4333 + 4111 - oz - A333 — A111 - @232 - 323 — A111 4232 - b3pz — 111 - 4203 - 4332 — 4111 - bans - ds32
+a111 - 233 - A322 + 4111 - @233  baoz — A112 - 4221 - A333 — A112 - b1 - 4333 + 4112 - 203 - 4331 + 4112 - baos - A331
+a112 - 231 - 4323 + A112 - 4231 * b3pz — A112 - 4233 - A321 — A112 4233 - b3p1 + 4113 - d221 - A332 + a113 - Doy - as32
—a113 - @222 * 331 — A113 - b2oo - A331 — @113 * 4231 - 4322 — 4113 - 231  b3pn + a113 - A3 - A321 +A113 - 4232 - b3nn
—a121 - A212 - 4333 — D121 - 4212 - 4333 + A121 - 213 - 4332 + D121 - 4213 - 4332 + A121 - 232 - A313 + D121 - 4232 - 4313
—a121 - @233 4312 — b121 - 4233 - 4312 + @122 - 211 - 4333 + D122 - @211 4333 — A122 - 4213 - A331 — b122 - 4213 - 4331

—a12 - 4231 - 4313 — D12 - A231 - 4313 + A122 - 4233 - 4311 + D122 - 4233 - 4311 — A123 - 4211 - 4332 — D123 - 4211 - 4332
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+a123 - 4212 - 4331 + b123 - @212 - @331 + 4123 - 4231 - 4312 + b123 - @231 - A312 — 4123 - 4232 - 4311 — b123 - A232 - 4311
+a131 - 212 - 4323 + 4131 - A212 - b3pz — A131 - 4213 - A320 — @131 - 213 - b3pp — 4131 - A222 - 313 — 4131 - boxo - 4313
+a131 - 223 - 4312 + 4131 - bao3 - 312 — 132 - 4211 + @323 — A132 - 4211 - b3p3 + 4132 - A213 - 4321 + 4132 - 4213 - baog
+a132 - A201 - 4313 + a132 - oo - 313 — A132 - 4203 - 4311 — A132 - b2oz - A311 + 4133 - d211 - 322 + 133 - d211 - b3
—a133 - A212 321 — (133 * 4212 * b3p1 — @133 201 - 4312 — 4133 * boo1 - 4312 + 4133 - 4222 - A311 + A133 - booo - 4311

If we compare results of above equations, we can see that we have the same result in both cases.
6. For plan j = 3: Let A and B be cubic-matrices of order 3, where all elements on the plan j = 3
and j = 3 are identical in both matrices, then have:

aj11 4121 4131|4112 4122 4132|4113 4123 4133
det[A3><3><3] +det[33x3x3] =det | ap11 ax1 314212 A0 232 |A213 (23 (233
a311 4321 4331|4312 4322 332 |4313 4323 4333

b1 a1 a1 b @2 a3 bz a1z 4133
+det | byi1 ax1 axi|bay a4 a3 |baz a3 4233
b311  aszmi aszi|bsiz azn aszp b3z azs asz

= {111 - a222 - a333 — Ay11 - (232 - G323 — @111 - 223 - A332 + A111 - 3233 - A322 — A112 - A221 - A333 + A112 - A223 - 4331
+a112 - 4231 - 4323 — 4112 - 4233 - 4321 + A113 * A221 - 4332 — A113 - 4222 - A331 — A113 - A231 * 4322 + 4113 - 4232 - 4321
—a121 - A212 - 4333 + A121 - 4213 - A332 + A121 - 4232 - 4313 — A121 - 4233 - A312 + A122 - 211 - 4333 — A122 * 4213 - 331
—a122 - A231 - 4313 + A122 * 4233 - A311 — A123 - 4211 - 4332 + 4123 - A212 * 4331 + 4123 - 4231 - 4312 — 123 * 4232 - 4311
+a131 - A212 - A323 — 4131 - 213 - 4322 — A131 * A222 - 4313 + A131 - 4223 - A312 — A132 - A211 * 4323 + 4132 - 4213 * 4321
+a132 - 221 - 4313 — @132 - @223 - A311 + @133 - A211 - 4322 — (133 * A212 * A321 — @133 - A221 - A312 + @133 - 4222 - 4311 }
+{b111 - a222 - @333 — b111 - @232 - 4323 — b111 - 4223 - 4332 + D111 - @233 - 4320 — b112 - 221 - 4333 + D112 - 4223 - A331
+b112 - a231 - a323 — b112 - 4233 - A321 + b113 - 4221 - @332 — b113 - 202 - 4331 — D113 - A231 - 4322 + b113 - d232 - 4321
—a121 - bo1o - a333 + a101 - b1z - A3z + a121 - 4232 - 313 — 4121 - A233 - b312 + a122 - bo11 - A333 — a122 - b1z - 4331
—a122 - A231 - b313 + a122 - 4233 - b311 — @123 - bo11 - 4332 + 4123 - bo12 - 331 + 4123 - 4231 - b312 — A123 - 4232 - b1y
+a131 - b1z - a323 — A131 - bo13 - A320 — a131 - 4202 - b313 + A131 - @223 - b31o — 132 - bo1 - A323 + a132 - a1z - Az
+a132 - a1 - b313 — @132 - 223 - b3y +a133 - bo1 - @322 — a133 - ba1o - @321 — @133 - 4201 - b312 + 133 - 4222 - b311 }

while,

a1 +bin ar ai|ane b a3 |ans bz as a3
det[A3x3x3+ B3x3x3| = det | ax;1 +ban a1 aps1|apia + b2 axmp a0z |a2i3 +baiz a3 ax33
az11 + b1 as1 aszi|azip +b3o asn a3 |41z + b3z a3 a3z

= (a111 +b111) - a222 - A333 — (@111 + b111) - @232 - 4323 — (a111 + b111) - 223 - 332 + (@111 + b111) - 233 - 4322
—(a112 + b112) - 4201 - @333 + (@112 + b112) - 4223 - @331 + (@112 + b112) - 4231 - 3323 — (a112 + b112) - 3233 - 4321
+(a113 + b113) - 4201 - 4332 — (a113 + b113) - a202 - 4331 — (@113 + b113) - 4231 - 4302 + (@113 + b113) - 4232 - 4321
—ayo1 - (a212 + ba12) - 4333 + @121 - (a213 + b213) - a332 + a121 - 4232 - (4313 + b313) — @121 - 4233 - (4312 + b312)

+a122 - (ap11 + b211) - 4333 — a122 - (a213 + b213) - a331 — A120 - 4231 - (A313 + b313) + @122 - 4233 - (311 + b311)
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—a123 - (@211 + bo11) - a332 + @123 - (a212 + bo12) - a331 + @123 - 4231 + (a312 + b312) — @123 - 4232 - (@311 + b311)
+a131 - (a212 + ba12) - 323 — A131 * (213 + b213) - A302 — 4131 - @222 * (4313 + b313) + 131 - 4203 - (4312 + b312)
—a132 - (211 + ba11) - @323 + @132 - (A213 + b213) - a321 + @132 - a201 - (@313 + b313) — @132 - 3223 - (@311 + b311)
+a133 - (a211 + ba11) - 4322 — @133 - (A212 + ba12) - 4321 — @133 - @221 * (4312 + b312) + @133 - @222 - (@311 + b311)

= a111 - 4222 - 4333 + b111 - 4222 - A333 — A111 - A232 4323 — b111 - 232 - 4323 — A111 - 4223 - 4332 — D111 - 4223 - 4332
+a111 - 4233 - a322 + b111 - @233 - 322 — A112 - 4201 - 4333 — b112 - @221 - 4333 + 4112 4223 4331 + D112 - 4223 - 4331
+a112 - 231 - a323 + b112 - 4231 - A323 — A112 - 4233 - 4321 — b112 - (233 - 4321 + 4113 - A221 * 332 + b113 - 4221 - 4332
—a113 - 222 - 4331 — b113 - 4222 - 4331 — (113 4231 4322 — b113 - 4231 - 4322 + A113 - A232 - 4321 + D113 - 4232 - A3n1
—a121 - A212 - 333 — A121 - D212 - 4333 + @121 - 4213 - 4332 + A121 - b213 - 4332 + 4121 - A232 - 313 + A121 - 4232 - b313
—a121 - @233 * 4312 — (121 - 4233 * b312 + A122 211 - 4333 + 4122 - bo11 - 333 — 122 - 4213 - A331 — A122 - b213 - 4331
—a122 - A231 - 313 — A122 - 4231 * b313 + A122 - 4233 - 4311 + 4122 - A233 - b311 — 4123 - A211 - 332 — A123 - D11 - A3z
+a123 - 212 - 4331 + 4123 - bo12 - 331 + a123 - 4231 - A312 + A123 - 4231 - b312 — 4123 - A232 - 4311 — 4123 - A232 * b1
+a131 - 212 - A323 + a131 - bo1o - 323 — A131 - 4213 - A320 — A131 - b213 - A300 — 4131 - A222 - A313 — (131 - 4222~ b313
+a131 - 203 - 4312 + 4131 - @223 - b312 — 132 - 4211 - @323 — A132 - bo11 - 4323 + 4132 - A213 - 4321 + 4132 - bo13 - A321
+a132 - a1 - 4313 +A132 - 4221 - b313 — A132 - 4203 - 4311 — A132 - @223 - b311 + 4133 - 4211 - 4322 + A133 - bo11 - A3
—a133 - A212 321 — (133 - D212 - 4321 — @133 - 201 - 4312 — 4133 * A201 - b312 + 4133 - A222 - A311 + A133 - 4222 - b1y

If we compare results of above equations, we can see that we have the same result in both cases.
7. For plan k = 1: Let A and B be cubic-matrices of order 3, where all elements on the plan k = 1
and k = 2 are identical in both matrices, then have:

a111 4121 4131|4112 4122 @132 (4113 4123 4133
det[A3y3x3] +det[B3usxa] = det | ap1  am1  aos|a2in a2 23 |A213 G223 A233
4311 4321 4331|4312 4322 @332 |4313 4323 4333

a1 4121 4131|a2 a2 a1 |biiz bz biss
+det | ax1 axp1 axi|axz axp a3 bz bas  bozs
a311 A1 4331|4312 432 4332 |baiz b3z bz

= {ﬂm “ 202 - A333 — A111 * A232 * 1323 — A111 * 4223 - 4332 + 4111 * 4233 * 4322 — A112 * A221 * 4333 + 4112 * 4223 4331
+a112 - 4231 - 4323 — 4112 - 4233 - 4321 + A113 * A221 - 4332 — A113 - 4222 - 4331 — A113 - A231 * 4322 + 4113 - 4232 - 4321
—a121 - A212 - 4333 + A121 4213 - 4332 + A121 - 4232 - 4313 — A121 - 4233 * A312 + A122 - 211 - 4333 — A122 * 4213 * 331
—a122 - A231 - 4313 + A122 - A233 - A311 — A123 - 4211 - 4332 + 4123 - A212 * 4331 + 4123 - A231 - 4312 — 123 * 4232 - 4311
+a131 - 212 - 4323 — 4131 - 4213 * 4322 — 131 * A222 - 4313 + A131 - 4223 - 4312 — A132 - A211 * 4323 + 4132 - 213 * 4321
+a132 - 221 - 313 — @132 - @223 - A311 + @133 - A211 - 4322 — @133 * A212 * @321 — A133 - A221 - A312 + 4133 - 4222 - 4311 }
+{a111 - a2z - b3zz — aq11 - 232 - baoz — a111 - baoz - a3z +an11 - basz - a3 — a112 - az01 - bzz + a112 - bz - azz
+a112 - 4231 - b3az — a112 - basz - a31 + b113 - 401 - a332 — b113 - @222 - A331 — b113 - 4231 - 4322 + b113 - A2z - A3
—a121 - A212 - bazz + a121 - b1z - A3z + a121 - 4232 - 313 — 4121 - bass - a312 + a122 - do11 - bazz — a122 - b1z - 4331

—a12p - 231 - b313 + @122 - b3z - az11 — b123 - A211 - A332 + b123 - 212 - 331 + b123 - 4231 - 4312 — D123 - 4237 - 431y
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+a131 - a212 - b33 — a131 - bo13 - a3 — a131 - @222 - b313 + a131 - 2o - a312 — A132 - Ax11 - b3ps + a132 - bo1s - azpn
+a132 - a201 - b313 — a132 - o3 - 4311 + bi33 - A211 - A300 — b133 - 212 - 4321 — bi3z - Ax01 - 312 + bi3z - a2 - A311 }

while,

an a1 a4131| 412 412 @32 |a113 + bz a1z + bz a1z + biss
det[A3x3x3+ B3x3axa] = det | ap11 a1 ap31|a212 A2 (23 |A213 + o1z a3+ bas  a233 + bass
a1 a1 4331|4312 430 4332|4313 + b3z 433 + b3z a3z + bizs

= a111 - 4222 - (4333 + b333) — a111 - 4232 - (4323 + ba3) — 111 - (A223 + b223) - a332 + 111 - (233 + b233) - 4322
—a112 - 221 - (@333 + b333) + a112 - (a223 + b223) - a331 + A112 - a231 - (@323 + b323) — A112 - (233 + b2s3) - a3
+(a113 + b113) - a1 - 332 — (@113 + b113) - A2 - A331 — (A113 + b113) - 231 - A322 + (4113 + b113) - 4232 - 371
—a121 - A212 - (a333 + b333) + @121 - (4213 + b213) - a332 + a121 - A232 - (4313 + b313) — a121 - (233 + b233) - 4312
+a122 - a211 - (4333 + b33z) — @122 - (a213 + b213) - A331 — @122 - @231 - (@313 + b313) + @122 - (4233 + b233) - a311
— (@123 + b123) - 4211 - a332 + (@123 + b123) - 212 - a331 + (123 + b123) - 4231 - 4312 — (@123 + b123) - 4232 - A311
+a131 - a212 - (a323 + b323) — a131 - (213 + b213) - A302 — @131 - @222 - (313 + b313) + @131 - (a203 + b223) - 312
—a132 - a211 - (a323 + b323) + a132 - (4213 + b213) - asp1 +a132 - a1 - (313 + b313) — a132 - (223 + b223) - 4311
+(a133 + b133) - 4211 - 322 — (@133 + b133) - A212 - @321 — (@133 + b133) - @221 - @312 + (133 + b133) - A222 - A311
= a111 - 4222 - 4333 + 4111 * 4222 - b3z — A111 - @232 - 323 — A111 4232 - b3p3 — a111 - 4203 - 4332 — 4111+ baos - as3
+a111 - 4233 - a322 + A111 - basz - 320 — A112 - 4201 - 4333 — A112 - A221 * b33z + A112 - 4203 - 4331 +A112 - baos - 4331
+a112 - 231 - A323 + A112 - 4231 * b3pz — A112 - 4233 - 4321 — A112 - bas3 - azp1 + 113 - d221 - 332 + b113 - 4201 - A3z
—a113 - @222 331 — b113 - a202 - 4331 — @113 * 4231 - 4322 — D113 - @231 * 4322 + A113 - A232 - A321 + b113 - 4232 - 4321
—a121 - A212 - 333 — A121 - 4212 - b33z + A121 - 4213 - 4332 + A121 - bo13 - 4332 + 4121 - A232 - 313 + A121 - 4232 - b313
—a121 - @233 - 4312 — A121 - b33 - 312 + A122 - 211 - 4333 + 4122 - A211 - b33z — a122 - 4213 - 331 — A122 - b1z - 4331
—a122 - 231 - 4313 — @122 - 4231 - 313 + A122 - 233 - 311 + A122 - D233 - 4311 — A123 - A211 - A332 — D123 - 4211 - 4332
+a123 - 212 - a331 + b123 - A212 - 331 + 123 - 4231 - A312 + b123 - 4231 - 4312 — 4123 - A232 - 4311 — D123 - A3 - A311
+a131 - 4212 - a323 + A131 - 212 - b33 — a131 - 4213 - A322 — @131 - bo13 - A30 — 4131 - 4202 - 4313 — A131 * @222 - b313
+a131 - 203 - a312 + 4131 - baoz - G312 — 132 - 4211 - A323 — A132 - 211 - b3p3 + 4132 - A213 - a3p1 + 4132 - bo13 - A3
+a132 - 221 - 4313 + 4132 - @221 - b313 — A132 - 4203 - 4311 — @132 - b3 - 4311 + 4133 - A211 - 322 + b133 - 4211 - A3
—a133 - A212 * 321 — b133 - 4212 - A321 — @133 - A201 - 4312 — D133 - A201 - 312 + 4133 - A222 - A311 + b133 - 4202 - A311

If we compare results of above equations, we can see that we have the same result in both cases.
8. For plan k = 2: Let A and B be cubic-matrices of order 3, where all elements on the plan k = 1
and k = 3 are identical in both matrices, then we have:

a111 4121 4131|4112 4122 4132|4113 4123 4133
det[A3><3><3] +det[33x3x3] =det | ay1 axp1 (1|42 G a3 (A3 423 (233
a311 4321 4331|4312 4322 A332 (4313 4323 (4333
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a1 @21 4131 bz b bizp |anz a3 4133
+det | ax1 axp1 axi|baa bap baxp|axiz a3 4233
az11 a1 a331|b3ip bzo b3y |aziz azs asz

= {aq111 - a222 - a333 — a111 - A232 - G323 — A111 - 223 - A332 + A111 - 3233 - A322 — A112 - A221 - 4333 + A112 - A223 - 4331
+a112 - 4231+ 4323 — 4112 - 4233 - 4321 T A113 * A221 - 4332 — A113 - 4222 - 4331 — 4113 - A231 * 4322 + 113 - 4232 - 4321
—a121 - A212 - 4333 + A121 - 4213 - A332 + A121 - 4232 - 4313 — A121 - A233 - A312 + 4122 - 211 - 4333 — 122 * 4213 - (331
—a122 - (231 - 4313 + A122 - 233 - A311 — 123 * 4211 * 4332 + A123 * A212 * 4331 1+ A123 * 231 * 4312 — A123 * 232 * 4311
+a131 - A212 - 4323 — 4131 - 4213 - 4322 — A131 * A222 - 4313 + A131 - 4223 - A312 — A132 - A211 * 4323 + 4132 - 4213 - 4321
+a132 - a1 - 313 — @132 - 223 - A311 + 133 - A211 - @322 — 4133 - A212 - A321 — @133 - A221 - A312 + A133 - A222 - A311 }
+{a111 - baoz - @333 — 111 - ba32 - 4323 — A111 - A203 - baza +aq11 - @233 - b3op — bi1o - A2p1 - @333 + 112 - 4223 - (331
+b112 - a231 - 323 — b112 - 4233 - 321 + A113 - 4221 - bazp — @113 - booo - 4331 — 4113 - 231 - b3on +a113 - bazp - A321
—a121 - bp1p - 333 + A121 - 4213 - b33x + a121 - basp - 4313 — @121 - 4233 - 312 + b1op - A211 - 333 — b12o - 4213 - 4331
—b122 - 4231 - A313 + b1z - 4233 - 311 — @123 - 211 - D332 + 4123 - bo12 - 331 + 4123 - 4231 - b1z — a123 - bozp - A311
+a131 - b1z - a323 — @131 - 213 - baza — a131 - bz - 4313 + @131 - @223 - b31o — b13p - 4211 - 4323 + b13p - 213 - 4321
+b132 - az21 - 4313 — b132 - a223 - 4311 + @133 - 4211 b3o2 — a133 - ba12 - @321 — 4133 - 4221 - b312 + 133 - b2z - a311 -

Whereas,

apir a1 a31| a2 +bie @i+ by aix + bz |a3 a3 4133
det[A3x3x3+ B3x3x3] = det | ap11  api  aps1| 4212 + by G +boyy  axzp +bosp |A213  a23  a233
asz11 Asp1 4331|4312 + D312 Az +bap  azsp + bz a3z a3 assz

= ay11 - (a222 +b222) - a333 — aq11 - (232 + b232) - a323 — a111 - A223 - (a332 + b332) + a111 - A233 - (322 + b3z2)
—(@112 + b112) - 4221 - a333 + (@112 + b112) - 3223 - 4331 + (a112 + b112) - @231 - A323 — (A112 + b112) - 4233 - 4321
+a113 - 221 - (4332 + b332) — a113 - (a202 + b2o2) - A331 — 113 - A231 - (a322 + b322) + a113 - (a232 + b232) - a3
—a1o1 - (a212 + ba12) - a333 + a121 - A213 - (a332 + b3z2) + a1 - (a232 + b232) - a313 — A121 - 4233 - (4312 + b312)
+(a122 + b122) - 4211 - 333 — (@122 + b122) - a213 - A331 — (@122 + b122) - (231 - 4313 + (4122 + b122) - 4233 - 311
—a123 - a211 - (a332 + b332) + a123 - (@212 + b212) - @331 + @123 - A231 - (a312 + b312) — a123 - (A232 + b232) - a311
+a131 - (a212 + b212) - 4323 — A131 - 4213 - (a322 + b3n2) — a131 - (A222 + b222) - @313 + 131 - 4223 - (@312 + b312)
—(a132 + b132) - 4211 - a323 + (@132 + b132) - 213 - a321 + (132 + b132) - 4201 - 313 — (@132 + b132) - 4203 - 4311
+a133 - az11 - (a322 + baz2) — a133 - (212 + b212) - A321 — A133 - A221 - (4312 + b312) + a133 - (A222 + b222) - 4311
= a111 - 4222 - 4333 + 4111 - oz - A333 — A111 - @232 - 323 — A111 - bo3n - 4303 — A111 - 4223 - 4332 — 4111 - 4223 - b33
+a111 - 233 - A322 + 111 * @233 - baoy — A112 - 4221 - @333 — b112 - 201 - 4333 + 4112 - 223 - 4331 + D112 - 4223 - 4331
+a112 - 231 - a323 + b112 - 4231 - 323 — A112 - 4233 - 4321 — D112 - A233 - A3p1 + 4113 - A221 - A332 + 113 - 4221 ~ b33
—a113 - @222 331 — 113 - b2oo - A331 — @113 * 4231 - 4322 — 4113 - A231  b3on + a113 - A3 - A321 +a113 - D32 - A3
—a121 - A212 - 333 — A121 - D212 - 4333 + A121 - 4213 - 4332 + 4121 - 213 - D332 + A121 - A232 - 313 + 121 - D232 - 4313
—a121 - @233 * 4312 — (121 " 4233 * b312 + A122 211 - 4333 + D122 - @211 - 4333 — 4122 - 4213 - A331 — b122 - 4213 - 4331

—a12 - 4231 - 4313 — D12 - 4231 - 4313 + A122 - 4233 - 4311 + D12 - 4233 - 4311 — A123 - 4211 - A332 — A123 - A211 - D332
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+a123 - 4212 - a331 + A123 - bo1o - A331 + 4123 - 4231 - 4312 + A123 - 231 - b312 — 4123 - 4232 - 4311 — A123 - bazp - 4311
+a131 - 212 - A323 + 4131 - bo1o - 323 — A131 - 4213 - 4320 — @131 213 - b3pp — 4131 - A222 - 313 — 131 - boxo - 4313
+a131 - 223 - 4312 + 4131 * 223 - b312 — 132 - 4211 - @323 — b132 - A211 - 4323 + 4132 - A213 - 4321 + D132 - 4213 - 4321
+a13 - a201 - 4313 + b132 - 4221 - 313 — A132 - 4223 - 4311 — D132 - 203 - 4311 + 4133 - A211 - 322 + 133 - 4211 - b3
—a133 - A212 4321 — 133 - D212 - 4321 — @133 - 201 - 4312 — 4133 * A201 - b312 + 4133 - A222 - A311 + A133 - booo - 4311

If we compare results of above equations, we can see that we have the same result in both cases.
9. For plan k = 3: Let A and B be cubic-matrices of order 3, where all elements on the plan k = 2
and k = 3 are identical in both matrices, then we have:

a111 4121 4131|4112 4122 @132 |4113 4123 4133
det[A3x3x3] +det[B3xaxa] = det [ ari1 a1 a3i|aoin a2 a3 a2z 423 a233
4311 4321 4331|4312 4322 332 |4313 4323 4333

bin bt bizi| a2 a2 @iz |z a3 @33
+det | byi1 byi bazi|aciy a2 423|213 423 4233
b311 b1 bszi|aziy azp a3z |43z a433 4333

= {a111 - a220 - 333 — @111 - A232 - 4323 — A111 - 3223 - A332 + A111 - 3233 - A302 — (112  A221 - @333 + A112 - 4223 - A331
+a112 - 4231 - 4323 — A112 - 4233 - 4321 + A113  A221 - A332 — A113 * 4222 * 4331 — A113 - A231 * 4322 + 4113 - 4232 * 4321
—a121 - A212 - 4333 + 121 - 4213 - 4332 + (121 - 4232 - 313 — A121 - 4233 * 312 + 4122 - A211 * 4333 — 122 - 4213 - 4331
—a122 - A231 - 4313 + A122 - 4233 - A311 — A123 - 4211 * 4332 + 4123 - A212 * 4331 + 4123 - 4231 - 4312 — 123 * 4232 - 4311
+a131 - 212 - A323 — 4131 - 213 * 4322 — 131 * A222 - A313 + A131 - 4223 - 4312 — 4132 * 211 * 4323 + 4132 - 213 * 4321
+a132 - 221 - G313 — A132 - @223 - A311 + @133 - A211 - A322 — (133  A212 - A321 — @133 - A221 - A312 + @133 - 4222 - 4311 }
+{b111 - a222 - @333 — b111 - A232 - 4323 — by11 - 4203 - A332 + D111 - 4233 - 322 — A112 - boo1 - 4333 + 112 - 4223 - b33y
+a112 - b1 - a323 — A112 - @233 - b3y + a113 - boo1 - 4332 — @113 - @220 - b3y — a113 - bos1 - A322 +a113 - d232 - bam
—b121 - 4212 - A333 + b121 - 4213 - 4332 + b121 232 - 4313 — D121 - @233 - 4312 + A122 - bo11 - A333 — A122 - 4213 - b33y
—a122 - bp31 - 313 + A120 - 4233 - b311 — A123 - bo11 - A332 + 4123 - 4212 - D331 + a123 - basy - A312 — A123 - 4232 - b3y
+b131 - a212 - a323 — b131 - 4213 - 322 — b131 - 4200 - 4313 + b131 - 4203 - 4312 — 4132 - bo11 - 4323 + 4132 - d213 - b3y
+a132 - ba21 - 4313 — 132 * 223 * b311 + 133 - ba11 - 4322 — @133 - @212 - b3p1 — 4133 - boo1 - A312 +A133 - d222 - b31q }

Whereas,

a1 +bin a1 +bior @z +bizi| a2 a1 @iz (a3 a4123 4133
det[A3x3x3+ B3x3x3] = det | ap11 +ba11  ap1 + b1 a3 +bosi|a2in a2 a23p |A213 A3 (233
az11 +b311 asyr +baor aszy +bazi|asiy a3 a3z A3z 433 4333

= (a111 +b111) - 4202 - 4333 — (@111 + b111) - 3232 - A323 — (@111 + b111) - 4203 - a332 + (@111 + b111) - 4233 - 4322
—ay12 - (201 + bo1) - 333 + A112 - 4223 - (331 + b3z1) + a112 - (4231 + bas1) - asa3 — a112 - 4233 - (4321 + b3z1)
+a113 - (a221 + b221) - A332 — A113 - A202 - (331 + b3a1) — a113 - (231 + b231) - 3302 + A113 - Az - (a321 + b3o1)
—(a121 + b121) - 4212 - a333 + (@121 + b121) - 213 - A332 + (@121 + b121) - 4232 - 4313 — (@121 + b121) - 4233 - 4312

+a122 - (211 + bo11) - 4333 — A122 - a213 - (331 + b331) — a122 - (A231 + bo31) - 4313 + @122 - 4233 - (a311 + b311)
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—a123 - (@211 + bo11) - a332 + @123 - A212 - (@331 + b331) + @123 - (@231 + bo31) - A312 — @123 - 4232 - (@311 + b311)
+(a131 + b131) - 4212 - 4323 — (@131 + b131) - 4213 - A302 — (@131 + b131) - 3220 - 4313 + (131 + b131) - 4223 - 312
—a132 - (211 + ba11) - @323 + @132 - A213 - (321 + b3o1) + 132 - (@221 + ba21) - 313 — @132 - 4223 - (@311 + b311)
+a133 - (a211 + ba11) - 4322 — @133 - @212 - (A321 + b3p1) — @133 - (A1 + ba21) - 4312 + @133 - @222~ (@311 + b311)
= a111 - 4222 - 4333 + b111 - 4222 - A333 — A111 - @232 323 — b111 - 232 - 4323 — A111 - 4223 - 4332 — D111 - 4223 - 4332
+a111 - 233 - a3p2 + b111 - 4233 - 322 — A112 - 4221 - 4333 — A112 - boo1 - 4333 + 4112 - 223 - 4331 + 4112 - 4223 - b3z
+a112 - 231 A323 + 112 - ba31 - 323 — A112 - 4233 - 4321 — A112 4233 - b3p1 + 4113 - A221 - 332 + 113 - Doy - A3z
—a113 - 222 - 4331 — @113 * @222 - b331 — 113 4231 G322 — @113 - 4231 - 4322 + A113 * A232 * A321 + 4113 - @232 - b3y
—a121 - A212 - 333 — b121 - 4212 - 4333 + @121 - 4213 - 4332 + D121 - A213 4332 + 4121 - A232 - 313 + b121 - 4232 - 4313
—a121 - @233 4312 — b121 - 4233 - 4312 + @122 A211 - 4333 + 4122 - bo11 333 — 122 - 4213 - A331 — A122 - 4213 - b33y
—a122 - A231 - 313 — A122 - D231 - A313 + A122 - 4233 - 4311 + 4122 - 233 - b311 — 4123 - d211 - 332 — A123 - D11 - A3z
+a123 - 212 - 4331 + 123 - @212 - b331 +a123 - 4231 - A312 + A123 - b3t - 4312 — 4123 - A232 - 4311 — 4123 * A232 - b1
+a131 - 212 - A323 + b131 - A212 - A323 — A131 - 4213 - 4322 — D131 - A213 - 4300 — 4131 - A222 - 313 — b131 - 4222 - 4313
+a131 - 223 - 4312 + b131 - 4223 - G312 — 4132 - 4211 * @323 — A132 - bo11 - 4323 + 4132 - A213 - 4321 + 4132 - 4213 - bann
+a132 - a1 - 4313 +A132 - ban1 - 4313 — 4132 - 4203 - 4311 — A132 - @223 - b311 + 4133 - 4211 - 4322 + @133 - bo11 - A3
—a133 - A212 - @321 — @133 - A212 - bao1 — @133 - 201 - 4312 — 4133 - D21 - 4312 + 4133 - @222 - A311 + A133 - 4202 - b311-

If we compare results of above equations, we can see that we have the same result in both cases.
O

Theorem 2. Let it be the cubic matrix B, which is formed by multiplying a plane (in the indices j and k, it does
not work in the index i) of the matrix A by a scalar , and addition another plane, then we have:

det(A) = det(B)

Proof. Case 1. The cubic-matrix A of order 2, (and B has order 2), we will proof the case 1 for each
"vertical page" and "vertical layer", as following:
1. For plan j = 1: Let us add first vertical page to second vertical page while multiplying by a

scalar «.
det[Aayoxo] = det a111 A1) 4112 4122
az11 41| 4212 4222
= 4111 - 4222 — A112 - 4221 — A121 * 212 + 4122 - 4211-
Whereas,

ain 421 & a1 aie 412 o a2

det[Bzxzxz} = det
ax11 A1 +a&-api1|dziz A2 + & - a2

a1 - (a2 + & - ap12) — (@122 + & - aq12) - a1 — (@121 + & - ag11) - ap12 + a1p0 - (221 + & - ao11).

After expanding further we get the following result

det[Byyxoxa] = a111 - 220 — @112 - A201 — @121 - A212 + 4122 - 211

If we compare results of above equations, we can see that we have the same result in both cases.
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2. For plan j = 2: Let us add second vertical page to first vertical page while multiplying by a

scalar a.
det[Asypx2] = det (alll a1 d112 4122 )
ax11 41| 4212 4222
= a111 - A202 — A112 - 4221 — A121 " 4212 + A122 - A211-
Whereas,

ax;p +a-axy a2

a1 +a-a a
det[Byxaxo] — det 111 121 4121
a1 +a-axpy a1

aje +a-apn 4122 )

= (a111 +a-a121) - a0 — (a112 + & - a10) - a1 — a1 - (A212 + & - a202) + a120 - (a11 + & - axpy).
After expanding further we get the following result
dEt[Bzxzxz] = aq11 - A2 — A112 * 4221 — 4121 - 212 + 4122 - 4211

If we compare results of above equations, we can see that we have the same result in both cases.
3. For plan k = 1: Let us add first vertical page to second vertical layer while multiplying by a

scalar a.
det[Asx2x2] = det (”111 a1 | a2 412 )
ax11 41| 4212 4222
= 4111 - 4222 — @112 * @221 — G121 - 4212 + 4122 * A211-
Whereas,

a2 +a-ax1 Az + @ - axng

a a
det[B2><2><2} = det 1 121
az11 4221

ayjz +a-ayr ape +a-apg >

= a1 - (a2 + & - ap1) — (ap12 +a - ayn) - a1 — a1 - (a212 + & - a11) + (@122 + & - a121) - ao11.
After expanding further we get the following result
de’f[32x2x2] = aq11 - 222 — A112 - 221 — 4121 - A212 + 4122 - A211

If we compare results of above equations, we can see that we have the same result in both cases.
4. For plan k = 2: Let us add second vertical page to first vertical layer while multiplying by a

scalar a.
det[Azy2x2] = det (”111 apl| |z 41 )
ax11 41| 4212 4222
= (111 - Ao — A112 - A901 — A121 - A212 + A122 - A211-
Whereas,

ain +a-aye A ta-an

det[B2 2 2} = det
e ax11 +a-dxp  axp1+a-ax

a112 4122
12 4222
= (a111 +a-ay12) - ax0 — a1z - (G221 + & - axn) — (a121 + - a122) - 212 + a122 - (4211 + & - A212).
After expanding further we get the following result
det[B2><2><2] = ay11 - App2 — 4112 - 221 — A121 - 212 + 4122 - 4211-

If we compare results of above equations, we can see that we have the same result in both cases.
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Case 2. The cubic-matrix A of order 3, (and B has order 3), we will proof the case 2 for each
"vertical page" and "vertical layer", as following:
1. For plan j = 1: Let us add first vertical page to second vertical page while multiplying by a

scalar «.
a111 4121 4131|4112 4122 @132 (4113 4123 4133

dEt[A3><3><3] =det | ay;1 axp1 ax1|ax2 G a3 A3 A3 (233
a311 @321 4331|4312 4322 332 |A313 4323 4333

= 4111 - 4222 - 4333 — A111 - A232 * 4323 — A111 * 4223 * A332 + A111 * 4233 * 4322 — 4112 - 221 * 4333 + A112 - 1223 * 4331
+a112 - 4231 - 4323 — 4112 - 233 - 4321 T A113 * A221 - 4332 — A113 - 4222 - A331 — A113 - A231 * 4322 + 4113 - 4232 - 4321
—a121 - A212 - 4333 + A121 - 4213 - A332 + A121 - 4232 - 4313 — A121 - 4233 - A312 + A122 - 211 - 4333 — A122 * 4213 - 331
—122 - 231 - 4313 + 4122 - 4233 - A311 — A123 * A211 4332 + A123 - A212 - A331 + 123 - A231 - A312 — A123 * 4232 * 4311
+a131 - A212 - 4323 — 4131 - 213 - 4322 — A131 * A222 - 4313 + A131 - 4223 - A312 — A132 - A211 * 4323 + 4132 - 4213 * 4321
+a132 - 4201 - 4313 — A132 - A223 - A311 + 133 - 4211 - 4322 — A133 * A212 - A321 — 4133 * 4221 * A312 + 3133 - A222 - A311.

Whereas,

a1l a1 +a-ajn 4131|4112 A2 Ha-aje 4132|4113 4123 Ha - Az 4133
det[B3x3x3] =det | a1 apmy +a a1 ap31|a212 Axp & -axn a3 |A213 A3+ - a3 (233
az1]  asp1 +a-4311 A3zl 4z 432 a4z 4332|4313 A33 + & - 433 4333

= a111 - (A220 + & - a212) - @333 — A111 - 4232 - (323 + & - a313) — A111 - (A3 + & - A213) - A332 + 111 - 4233 - (A322 + & - 4312)
—a112- (a1 + - ap11) -asz3 +ayin - (A223 +a - a213) - @331 +a112 - 4231 - (4323 + & - a313) — ar12 - a233 - (a321 + & - a3qy)
+a113 - (a221 +a - a211) - a332 — A113 - (A202 + & - A212) - A331 — A113 - @231 - (@322 + & - a312) + 113 - 4232 - (321 + @ - azy1)
—(a121 +a-ay1q) a2 - aszz + (@121 +a - aq11) <4213 - a332 + (@121 - aq11) - a232 - 4313 — (a121 + & a111) - 233 - 4312
+(a122 + @ - a112) - a211 - 4333 — (122 + & - a112) - A213 - a331 — (@122 + & - A112) - 4231 - 3313 + (A122 + & - A112) - 3233 - 4311
—(a123 + & a113) <411 - azz2 + (A123 + & - A113) - A212 - A331 + (@123 + & - A113) - 4231 - 312 — (A123 + X - A113) - 4232 - A311
+a131 - A212 - (a323 + & - A313) — A131 - A213 - (A322 + & - A312) — @131+ (@222 + & - A212) - 4313 +A131 - (A223 + & - 4213) - 312
—ay3p - ag11 - (A323 + & a313) +a132 - A213 - (A1 + & a311) +a132 - (A201 + @ A211) - A313 — @132 - (203 + & - A213) - 4311
+a133 - a11 - (A322 + & - a312) — A133 - a212 - (A321 + & - a311) — @133 - (@221 + & A211) - A312 + @133 - (@222 + & - A212) - 4311

After expanding further we get the following result
= a111 - A222 - 4333 — A111 " 4232 323 — 4111 " 4223 * 4332 + A111 * 4233 - 4322 — A112 " 4221 * 4333 + 4112 - 223 * 4331

+a112 - 4231 - 4323 — A112 - 4233 - A321 + 4113 - A221 - 4332 — A113 * 4222 * 331 — A113 * A231 - A322 + 4113 - 4232 * 4321
—a121 * A212 - 4333 + A121 * 4213 - 4332 + A121 - 4232 - 4313 — A121 - 4233 * 4312 + A122 - 211 - 4333 — A122 * 4213 * 331
—a122 - A231 - 4313 + A122 - 233 - A311 — A123 - 4211 * 4332 + A123 - A212 * 4331 + 4123 - A231 - 4312 — 123 * 4232 - 4311
+a131 - A212 - 323 — 4131 - 213 * 4322 — 131 * A222 - A313 + A131 - 4223 - 4312 — A132 - A211 * 4323 + 4132 - 213 * 4321
+a132 - 221 - 4313 — (132 - 4223 - 4311 + 4133 - A211 - 4322 — A133 - A212 - 4321 — 4133 - 4221 * 4312 + 4133 - 4222 - A311-

If we compare results of above equations, we can see that we have the same result in both cases.
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2. For plan j = 2: Let us add first vertical page to third vertical page while multiplying by a scalar

a111 4121 4131|4112 4122 @132 (4113 4123 4133
det[A3><3><3] =det | ay;1 axp1 ax1|ax2 G2 a3 |A213 A3 (233
a311 @321 4331|4312 4322 332 |4313 4323 0333

= 47111 - 4202 - 4333 — A111 - A232 * 4323 — A111 * 4223 * A332 + A111 * 4233 * 4322 — 4112 - 221 - 4333 + A112 - 1223 * 4331
+a112 - 4231 - 4323 — 4112 - 4233 - 4321 + A113 * A221 - A332 — A113 - 4222 - A331 — A113 - A231 * 4322 + 4113 - 4232 - 4321
—a121 - A212 - 4333 + A121 * 4213 - A332 + A121 - 4232 - A313 — A121 - 4233 - A312 + A122 - 211 - 4333 — A122 * 4213 * 331
—a122 - 231 - 4313 4122 * 4233 - A311 — A123 - A211 - 4332 + A123 - A212 - 4331 + A123 - 4231 * 4312 — 4123 * 4232 * 4311
+a131 - A212 - 4323 — 4131 - 4213 - 4322 — A131 * A222 - 4313 + A131 - 4223 - A312 — A132 - A211 * 4323 + 4132 - 4213 - 4321
+a132 - Ap1 - A313 — (132 - 4223 - 4311 + 4133 - 4211 * 4322 — A133 * 4212 * A321 — (133 * 4221 * 312 + 1133 - 4222 * A311-

Whereas,

a1 121 4131 - 4111|4112 4122 4132 + & - 4112 (4113 4123 4133 & - 4113
det[B3x3x3] = det | ari1 a1 a1+ &-ayi1|axn Axp A 4+ & -ayp |A213 A3 233 + (- A3
4311 Aasp1 A3zl +@-Aas11|ase A43n 433 + & d431p (4313 a323 4333 + - 4313

= ay11-a22 - (a333 + - a313) —ay11 - (a3 + - a212) - 323 — A111 - A223 - (A332 + & - az12) +ain1 - (A233 + & - ax13) - a3

—a112 - Ap21 - (A333 + - a313) +ayip - a3 - (331 +a-az11) +ar12 - (a31 + - a211) - 323 — a112 - (A233 + & - a213) - A3

a3z 4 -azp) — a3 -axz - (a331 +a-a311) —aniz - (a1 +a-aon asn1

(

+a113 - 4221 a3 +a113 - (a3 + & - az12
(
(

a333 +a-asiz) —app - 4213 a2 - (231 +a-ax11) - 4313 +a122 - (4233 + & - a213) - 4311

)
)

233 + 0+ 213) - A312
+a1z2 - 4211 )
)-

( ) ( )
( ) ( ( )
—a11 - 212 - (@333 + & - A313) + 121 - 3213 - (@332 + & - A312) + 121 - (232 + & - A212) - 4313 — A121
( ) ~(ass1 +a-aspy) — ( )
—a123 - 211 - (A332 + & - A312) + A123 - A212 - (@331 + & - A311) + 123 - (A231 + & - a211) - A312 — A123 -+ (A232 + & - A212) - 4311
+(a131 +a - a111) - a212 - 4303 — (@131 + & - A111) 4213 - A322 — (4131 + & - A111) - 4202 - 4313 + (@131 + & - A111) - 3203 - 4312
—(a132 +a-a112) - a1 - a33 + (@132 + & - A112) - a213 - A3p1 + (@132 + & - A112) - A221 - 4313 — (@132 + & - A112) - 3223 - 4311
+(a133 +a - a113) -a211 - 32 — (A133 + &~ a113) - 4212 - 301 — (@133 + & - A113) 4221 - 312 + (4133 + & - A113) - 4222 - A311.

After expanding further we get the following result
= a111 - A222 - 4333 — A111 " 4232 4323 — 4111 " 4223 * 4332 + A111 * 4233 A322 — A112 " 4221 * 4333 + 4112 - 4223 * 4331

+a112 - 4231 - 4323 — 4112 - 4233 - 4321 + A113 * A221 - 4332 — A113 - 4222 - 4331 — A113 - A231 * 4322 + 4113 - A232 - 4321
—a121 - A212 - 4333 + A121 - 4213 - 4332 + A121 - 4232 - 4313 — A121 - 4233 - A312 + A122 - 211 - 4333 — A122 * 4213 - 4331
—a122 - A231 - 4313 + A122 - 233 - A311 — A123 - 4211 - 4332 + 4123 - A212 * 4331 + 4123 - A231 - 4312 — 123 * 4232 - 4311
+a131 - 212 - A323 — 4131 - 213 * 4322 — 131 * A222 - 4313 + A131 - 4223 * 4312 — A132 - A211 * 4323 + 4132 - A213 * 4321
+a132 - 221 - 4313 — (132 - 4223 - 4311 + 4133 - 4211 - 4322 — 4133 - A212 - 4321 — 4133 * 4221 * 4312 + 4133 - 4222 - A311-

If we compare results of above equations, we can see that we have the same result in both cases.
3. For plan j = 3: Let us add second vertical page to third vertical page while multiplying by a

scalar a.
a111 4121 4131|4112 4122 @132 (4113 4123 4133

det[A3><3><3] =det | ayi1 axp1 axpi|ax2 G a3 A3 423 (233
a311 a321 4331|4312 4322 332 |A313 4323 4333
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= 111 - 4222 - 333 — A111 - 4232 - 4323 — A111 * 4223 - 4332 + 4111 * 4233 - A322 — A112 - A221 - 4333 + A112 - 4223 " 4331
+a112 - 4231 - 4323 — A112 - 4233 - 4321 + A113 * A221 - A332 — A113 - 4222 - A331 — A113 - A231 * 4322 + 4113 * 4232 - 4321
—a121 * A212 - 4333 + A121 * 4213 - 4332 + A121 - 4232 - 4313 — A121 - 4233 4312 + A122 - A211 - 4333 — A122 - 4213 * 331
—a122 - A231 - 4313 + A122 - A233 - A311 — A123 - 4211 - 4332 + 4123 - A212 * 4331 + 4123 - A231 - 4312 — 123 * 4232 - 4311
+a131 - 212 - 4323 — 4131 - 213 * 4322 — 131 * A222 - A313 + A131 - 4223 - 4312 — 4132 - A211 * 4323 + 4132 - 213 * 4321
+a132 - 221 - 4313 — A132 - 4223 - 4311 + 4133 - A211 - 4322 — A133 - A212 - 4321 — A133 - 4221 * 4312 + 4133 - 4222 - A311-

Whereas,

a1 A1 4131 H & - 4121|4112 4122 4132 + & - 4122|4113 4123 4133 T & - 4123
det[B3x3xa] = det | apiq a1 o3 +a-ay|ayy axy Gz - A ax;z 423 A233 + & - a3
4311 Aa3p1 4331 T & -4asp1| 4312 A322 A332 & - 4332|4313 4323 A333 T & - a323

= aq11- a2 - (A333 + - a323) — a111 - (A3 + & - A222) - A323 — A111 - A203 - (A332 + & - A312) +a111 - (A233 + & - A23) - a3

—a112 - 221 - (A333 + - 3323) +a112 - 3223 - (A331 + @ - A321) +a112 - (231 + & - a211) - A303 — a12 - (A233 + & - a03) - A321
+a113 - a221 - (a332 + & - A3p2) — a113 - A222 - (a331 + & - a3p1) —ay13 - (a1 + & - A1) - Az +ay13- (a3 +a-axny) - a3
—a11 - 212 - (@333 + - 3323) + A121 - A213 * (A332 + & - A322) + 121 - (A232 + & - a212) - A313 — a121 - (A233 + & - 4223) - A312
+a122 - a1 - (a333 + - a323) — A122 - a213 - (A331 + & - a321) — @122 - (@231 + & - A211) - 4313 + A122 - (4233 + & - A223) - A311
—a123 - 211 * (@332 + - 3322) +A123 - A212 * (@331 + - A321) +A123 - (A231 + & - a211) - A312 — A123 - (A232 + & - a2) - a311

+(11131 +a- ﬂlzl) *dp12 - 0323 — (ﬂ131 +a- 11121) +4213 - 4322 — (a131 +a- ’1121) -2 - 313 + (‘1131 +a- 11121) a23 - 4312
—(mz2 +a-a10) - a211 - 433 + (@132 + & - a122) - a213 - azp1 + (@132 + & - a122) - Ax01 - Az13 — (A132 + - A122) - 4223 - 4311
+(a133 +a - a123) - a11 - Az — (a133 + & - a123) - 212 - a3p1 — (@133 + & - A123) - A2p1 - 312 + (@133 + & - A123) - A2 - A311.

After expanding further we get the following result
= a111 - 4222 4333 — 4111 * 4232 * @323 — A111 * 4223 * 4332 + 4111 * 4233 * 4322 — A112 * 4221 * 4333 + 4112 * 4223 * (331

+a112 - 4231 * 4323 — A112 - 4233 - 4321 + A113 * A221 - A332 — A113 * 4222 * 4331 — A113 - A231 * 4322 + 4113 - 4232 * 4321
—Aa121 - A212 - 4333 + A121 - 4213 - A332 + A121 - 4232 - A313 — A121 - 4233 - 4312 + 4122 - A211 - 4333 — A122 * 4213 - 4331
—a122 - A231 - 4313 + A122 - 4233 - A311 — 123 * 4211 * 4332 + A123 - A212 * 4331 + 4123 * 4231 - A312 — 123 * 4232 - A311
“+a131 - A212 - 4323 — A131 * A213 - A322 — A131 - A222 - A313 T+ A131 - A223 - A312 — A132 * 4211 * 4323 + 4132 * 4213 * 4321
+a132 - 221 - 4313 — (132 - 4223 * 4311 + 4133 * A211 - A322 — A133 - A212 - 4321 — A133 * 4221 " 4312 + 4133 - 4222 - A311-

If we compare results of above equations, we can see that we have the same result in both cases.
4. For plan k = 1: Let us add first vertical layer to second vertical layer while multiplying by a

scalar a.
a111 4121 4131|4112 4122 @132 |4113 4123 4133

det[Azy3x3] = det | api1 a1 ap31| 4212 G222 A3 |A213 A3 4233
4311 4321 4331|4312 4322 332 |4313 4323 4333

= a111 - A222 - 4333 — 4111 * 4232 * 4323 — A111 * 4223 * 4332 + 4111 * 4233 * 4322 — A112 - A221 * 4333 + 4112 * 4223 * (331
+a112 - 4231 - 4323 — A112 - 4233 - A321 + 4113 - 4221 - A332 — 113 * 4222 - 4331 — A113 * 4231 - 4322 + 4113 - 4232 - 4321

—a121 - 4212 * 4333 + 4121 - 4213 * 4332 + 4121 - 4232 4313 — 4121 * 4233 * 312 + 4122 - A211 * 4333 — 4122 * 4213 * 4331
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—a1pp - 4231 - 4313 + A122 - 4233 - 4311 — A123 - A211 - 4332 + 4123 - 4212 -

+a131 - 4212 - 4323 — 131 - 4213 * 4322 — A131 * 4222 * 4313 + 4131 - 4223

+a132 - A1 - 4313 — 4132 - 4223 - 4311 + 4133 - 4211 - 4322 — 4133 - 4212

Whereas,

det[B3x3x3]

= a1 - (axo +a-ax1)-azsz — a1y - (a3 + - ax31) - A323 — A111 - 4223

a1

=det | ayn

as1

1 4121 M131| 4112 -4 42 H o
1 A1 Aap31|dzi2 +&-dpip a2t a-
1 431 Aa331| 4312+ -4311 a3 +o-
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a331 + 123 - A231 - 4312 — A123 * 4232 * 4311

az12 — Aa132 - 211 - 4323 + 4132 - 4213 - 4321

asp1 — 4133 - A21 - A312 + 133 - 4222 - 4311-

aip1  a132 +a - a3 4113
A1 a3 + & - a3y 4213
azp1 a3z + - a331 4313

a123 4133
23 233
323 333

(a3 + - azz1) + a1 - a3z - (azn +a - azy)

—(a112 +a-a111) - a1 - azsz + (a112 + - aq11) - 223 - a331 + (A112 + & - a111) - a31 - 323 — (A112 + & - A111) - 1233 - A321

+a113 - a1 - (a3 + o - azs31) — a1z - (Ao + o - axp1) - A331 — 113 - 231 - (A320 + & - az1) +a113 - (A232 + & - Ap31) - A321

—a1p1 - (ag12 + - a11) - a333 + 121 - 13 - (332 + & - a331) +a101 - (232 + - ap31) - A313 — 4121 - 4233 - (A312 + & - a317)

(a1 +a-ain1) - a1 - aszz — (a122 + - a121) - 213 - a331 — (@122 + & - a121) - A31 - 313 + (@122 + & - A121) - A233 - A311

—a123 - a211 - (A3 + - azs1) + a1z - (A1 + & - ap11) - A331 +a123 - 231 - (A312 + & - az11) — A123 - (A232 + - ag31) - a31q

+aq31 - (a2 +a-az11) - a323 — 131 - a213 - (A320 + - a3p1) — A131 - (A200 + - A2p1) - 313 + A131 - A223 - (A312 + & - A311)

— (a3 +a-a131) - ax1 - a3 + (a132 + - a131) - a213 - a1 + (A132 + & - a131) - a1 - az13 — (@130 + & - a131) - A3 - A311

+a133-a211 - (a3 + o - azp1) — a3z - (A212 + - a11) - a3 — @133 - 01 - (312 + & - a311) +a133 - (220 + & - ap01) - A311-

After expanding further we get the following result

= a111 - A222 - 4333 — 4111 * 4232 * 4323 — A111 - 1223 - 4332 + 4111

+a112 - 4231

—a121 - 4212 *

—a122 - 4231

+a131 - a212 -

+a132 - a1

*A3p3 —a112-

a333 +a121

az13 + a2

323 — 4131

$4313 — 132

az33 -
$a213 -
a33 -
1213

$a23 -

asp1 +4a113 -

as32 +a121

as11 —a123 -

322 — a131

as11 + 4133

A3 + 4313 — A121

a2 - 4313 + 4131

*ap11 - 4322 — 133 °

ap1 - a332 —Aa113*

a11 - a3z +4ai3 -

4233 -

a2 -

- 4233

212

©a223 *

12+

-az12 + a1 -

- a331 +a123

a3z —a112-

331 —a113 -

312 —a132 -

21

az31

az11

az31

ax11

321 — 4133 - 4221 *

- a333 + 4112

-azp +a113
4333 — 4122
+a312 — 4123
- 323 1+ A132

a2 +4a133 -

223 - 4331

" a32 - 4321
" a213 * 4331
a32 - 4311
d213 - 4321

22 - a311-

If we compare results of above equations, we can see that we have the same result in both cases.
5. For plan k = 2: Let us add first vertical layer to third vertical layer while multiplying by a

scalar a.

a111

det[A3x3x3] = det | ap13

a311

= a111 - 222 - 4333 — 4111 - 4232 - 4323 — 4111

+a112 - 4231

—a121 - 4212 *

—a122 - 4231

+a131 - 4212 -

+a132 - 421

*A3p3 —a112 -

as33 + a121

-a313 + a2

323 — 4131

+Aa313 —Aa132 ¢

a233 -
+a213 -
a33 -
1213 -

a3 -

asp1 +4a113 -

asz +a121

as11 —a123 -

322 — 4131

as1] +4a133 -

a121 4131|4112
a1 a231| 4212
a3p1 3314312

- 4223 - 4332 + 4111

32 + 4313 — A121

a2 - 4313 + 4131

app1 - a332 —Aa113 *

a11 - as32 +4ai23 -

az11 - 4a322 — 4133 *

a122
a22
az22

a233 -

a2+

-+ 233 *

12+

©a23 *

212+

a132 |4113
232|213
a33p |a313

312 — 4132

321 —a133 °

322 —a112 -
331 —a113 -
as1p + a2 -

a331 +4a123 -

123
223
323

221
231
az11

az31

<4211

a1 -

133
233
333

A333 +a112 -
" A3pp + 4113 -
+a333 —a122 -
+a312 — 4123 -

- a3p3 +a132

az12 +4a133

a323 - 4331
az32 - 321
413 - 4331
232 * 4311

$Aa213 + 4321

<222 - A311-
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Whereas,

ai11 4121 4131|4112 4122 4132|4113 & - 4111 A3+ -aipy A133 - a3
det[B3x3x3] = det | ap1 a1 ap31|a2i2 A2 ax |Ap13 4+ @ - api A3+ &A1 4233 + K- ap3
4311 Aa321 4331|4312 Aa322 4332|4313 + & -A4311  Aa33 + & -asp1 4333 - d33)

= aq11 - a0 - (4333 + @ - a331) — a111 - 4232 - (@323 + & - A321) — 111 - (223 + & - A221) - @332 +A111 - (A233 + & - A231) - 4322
—a112- a1 - (a333 + & - aza1) +ayiz - (a3 +a-axnt) - asz1 +ar12 - a1 - (a323 + - a3p1) — a2 - (A233 + - az31) - a3
+(a113 +a - a111) - a1 - 4332 — (113 + & - a111) - A202 - a331 — (@113 + & - A111) - 4231 - A322 + (A113 + & - A111) - 4232 - 4321
—a121 - a212 - (a333 + & - az31) +ao1 - (a213 + & - az11) - A332 +a121 - a32 - (313 + @ - az11) — @121 - (233 + - 4231) - 4312
+a122 - az11 - (@333 + - az31) — a1 - (A213 + & - a211) - A331 — @122 - A231 - (313 + & - A311) +a122 - (a233 + & - a231) - 4311
—(a123 +a-a1p1) -ax11 - a3z + (@123 +a - ar21) - 4212 - a331 + (@123 + - a121) - a231 - a312 — (@123 + & - A121) - A232 - A311
+a131 - a212 - (a323 + & - a3p1) — 131 - (A213 + & - ap11) - A32 — @131 - A202 - (313 + & - a311) + aq31 - (A223 + @ - a201) - A312
—a13p - az11 - (a323 + & - a3p1) + a1z - (213 + & - a11) - A3p1 + 132 - a1 - (@313 + - a311) — @132 - (223 + & - a221) - A311
+(a133 +a - a131) - a211 - a3z — (@133 + @ - a131) - A212 - az21 — (@133 + & - A131) - Az21 - A312 + (A133 + & - A131) - a2 - 4311
+a133-az11 - (a322 + @ - ax1) —a133 - (a212 + & - az11) - a3p1 — a133 - A221 - (4312 + & - A211) +a133 - (A202 + @ - az01) - 4311

After expanding further we get the following result,
= a111 " 222 - 4333 — 4111 * @232 " A323 — @111 " A223 332 + (111 " A233 " 4322 — A112 " 4221 * 4333 + A112 * 223 - (331

+a112 - 4231 - 4323 — A112 - 4233 - 4321 + A113  A221 - A332 — A113 * 4222 * 4331 — A113 - A231 * 4322 + 4113 - 4232 * 4321
—a121 * A1 - 4333 + A121 4213 - 4332 + A121 - 4232 - 4313 — A121 - 4233 * 4312 + 4122 - A211 - 4333 — A122 * 4213 - 331
—a122 - A231 - 4313 + A122 - 4233 - A311 — A123 - 4211 * 4332 + 4123 - A212 * 4331 + 4123 - 4231 - 4312 — 123 * 4232 - 4311
+a131 - 212 - 323 — 4131 - 213 * 4322 — 131 * A222 - 4313 + A131 - 4223 * 4312 — 4132 * A211 * 4323 + 4132 * 213 * 4321
+a132 - 221 - 4313 — (132 - 4223 * 4311 + 4133 - A211 - 4322 — A133 - A212 - 4321 — 4133 - 4221 * 4312 + 4133 - 4222 - A311-

If we compare results of above equations, we can see that we have the same result in both cases.
6. For plan k = 3: Let us add first vertical layer to third vertical layer while multiplying by a
scalar «.
111 4121 4131|4112 4122 4132|4113 4123 4133
det[Asxsxa] =det | a1 am aozi|az2 a2 a2z A213 G203 4233
311 d321 Aa331| 4312 4322 4332|4313 A323 4333

= 4111 - 4222 - 4333 — A111 - 4232 - 4323 — A111 - 4223 * A332 + A111 * 4233 - A322 — 4112 - A221 - 4333 + A112 - 4223 - 4331
+a112 - 4231 - 4323 — A112 - 4233 * 4321 + A113  A221 - A332 — A113 - 4222 * 4331 — A113 - A231 * 4322 + 4113 * 4232 - 4321
—a121 - 212 - 4333 1 4121 - 4213 - 4332 + A121 - 4232 - 4313 — A121 - 4233 - A312 + A122 - A211 * 4333 — 4122 * 4213 * 4331
—a122 - A231 - 4313 + A122 - 4233 - A311 — A123 - 4211 * 4332 + 4123 - A212 * 4331 + 4123 - 4231 - A312 — 123 * 4232 - 4311
+a131 - 212 - A323 — 4131 - 213 * 4322 — 131 * A222 - A313 + A131 - 4223 - 4312 — 4132 * A211 * 4323 + 4132 - 4213 * 4321

+a132 - A221 - 4313 — 4132 - 4223 - 4311 + 4133 - 4211 * 4322 — 4133 * 4212 - A321 — (133 * 4221 * 4312 + 4133 - 4222 - A311-
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Whereas,

a1 4121 4131|4112 4122 4132 (4113 & - A Az Ha-aipy 4133 o aip
det[B3x3x3} =det | ay1 a1 a1|a212 Axp A3 |A213 & -A212 A3+ & -d2n  Ax33 + - a3
a311  Aa321 4331|4312 A322 A332 (4313 + & - 4312 Aa33 +a -4z 4333+ Q- a3z

= ay11 - a2 - (333 + & - aszp) — arn1 - a3z - (a33 + - aspp) — agn1 - (A3 + - a222) - asz2 +a111 - (4233 + & - A232) - 4322
—a112- a1 - (a333 + & - azzp) +ay1z - (a3 +a-axnn) - asz1 +a112 - a31 - (A323 + - a3) — a1z - (A233 +a - a232) - A3
+(a113 + @ - a112) - a1 - a332 — (113 + & - A112) - A202 - a331 — (@113 + & - A112) - 4231 - A322 + (A113 + & - A112) - 4232 - 4321
—a121 - a212 - (a333 + & - a332) +a21 - (a213 + & - a212) - A332 + a121 - A232 - (313 + @ - A312) — a121 - (A233 + - 4232) - 4312
+a122 - az11 - (a333 + - az32) — a1 - (A213 + & - A212) - A331 — @122 - A231 - (313 + & - A312) + 122 - (A233 + & - a232) - 4311
—(a123 +a-a10) - ax1q - a3z + (@123 +a - a122) - a212 - a331 + (A123 + & - a122) - A231 - A312 — (@123 + & - A120) - A232 - A311
+a131 - a212 - (a323 + & - a322) — 131 - (A213 + & - A212) - A322 — A131 - A222 - (A313 + & - A312) + A131 - (223 + @ - a222) - A312
—a13p - 211 - (A323 + & - a3p) +a132 - (213 + & - A212) - A3p1 + 132 - A1 - (4313 + & - a312) — 132 - (223 + & - A222) - A311
+(a133 + - a132) - a211 - a322 — (@133 + & - a132) - A212 - az21 — (@133 + & - A132) - Azo1 - @312 + (A133 + & - A132) - A2 - 4311
+a133-az11 - (a322 + @ - axn) —a133 - (a212 + & - a212) - 321 — A133 - A221 - (4312 + & - A212) +a133 - (A202 + & - a222) - 4311

After expanding further we get the following result,
= a111 " 222 " 4333 — 4111 * @232 * A323 — @111 " A223 332 + (111 " A233 " 4322 — A112 " 4221 * 4333 + A112 * 223 - (331

+a112 - 4231 - 4323 — A112 - 4233 - 4321 + A113 * A221 - A332 — A113 - 4222 - 4331 — A113 - A231 * 4322 + 4113 - 4232 * 4321
—a121 * A1 - 4333 + A121 - 4213 - 4332 + A121 - 4232 - 4313 — A121 - 4233 4312 + 4122 - A211 - 4333 — A122 * 4213 * 331
—a122 - A231 - 4313 + A122 - 4233 - A311 — 123 * 4211 * 4332 + 4123 - A212 * 4331 + 4123 - A231 - 4312 — 123 * 4232 - 4311
+a131 - 212 - A323 — 4131 - 213 - 4322 — 131 * A222 - A313 + A131 - 4223 - 4312 — 4132 * A211 * 4323 + 4132 * 213 * 4321
+a132 - 221 - 4313 — A132 - 4223 - 4311 + 4133 - A211 - 4322 — A133 - A212 - 4321 — 4133 - 4221 " 4312 + 4133 - 4222 - A311-

If we compare results of above equations, we can see that we have the same result in both cases.
Remark 1. This theorem does not hold for plan "Horizontal Layers”.

Theorem 3. Suppose that A is 3D Determinant with two identical "Vertical Pages” or two identical " Vertical
Layers”.
Then |A| = 0.

Proof. Case 1. The cubic-matrix A of order 2 with two identical "Vertical Pages" or two identical
"Vertical Layers", we will proof the case 1, as following:
1. For two identical "Vertical Pages":

a111 4111|4112 4112

det[A2><2><2] = det
a1l az11| 4212 4212

= a111 - 4212 — A112 - 4211 — 4111 * 4212 + 4112 * 4211
=0.
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2. For two identical "Vertical Layers":

a111 4121|4111 4121

det[A2><2><2] = det
11 421|211 4221

= a111 - Ap21 — A111 " 4221 — A121 * 4211 + 4121 * 4211
=0.

Case 2. The cubic-matrix A of order 3 with two identical "Vertical Pages" or two identical "Vertical
Layers", we will proof the case 1, as following:
1. For two identical "Vertical Pages", first "Vertical Page" identical to second "Vertical Page":

a111 4111 4131|4112 4112 4132|4113 4113 4133
det[A3><3><3] =det | ax1 ax11 axi|ax2 a2 a3 |A213 4213 4233
4311 4311 4331|4312 4312 4332|4313 4313 4333

= a111 - 212 - 3333 — A111 - 4232 - 4313 — 4111 * 4213 * 4332 + 4111 - 4233 - A312 — A112 - A211 - 4333 + A112 - 213 " 4331
+a112 - 4231 - 4313 — 4112 - 4233 - 4311 + 4113 - 4211 - 4332 — 113 * 4212 - 4331 — A113 - 4231 * 4312 + 4113 - 4232 - 4311
—a111 - A212 - 4333 + 4111 * 4213 - 4332 + A111 - 4232 - 4313 — 4111 - 4233 * 4312 + 4112 - 211 - 4333 — A112 * 4213 * 4331
—a112 - A231 - 4313 + A112 - 4233 - A311 — A113 - 4211 * 4332 + 4113 - A212 - 4331 + 4113 - 4231 - 4312 — 113 * 4232 - 4311
+a131 - 212 - 4313 — 4131 - 4213 * 4312 — 4131 * 4212 - 4313 + 131 - 4213 - 4312 — 4132 - A211 * 4313 + 4132 - 4213 * 4311
+a132 - 211 - 4313 — @132 - 213 A311 + 4133 * A211 * A312 — A133 - A212 * 4311 — @133 * A211 * 4312 + 4133 * A212 - a311 = 0.
2. For two identical "Vertical Pages", first "Vertical Page" identical to third "Vertical Page":
a111 4121 4111|4112 4122 4112|4113 4123 4113

det[A3><3><3] =det | axi1 a1 axi|ax2 a4 a2 (213 423 4213
4311 4321 4311|4312 4322 4312|4313 4323 4313

= a111 - 4222 - 4313 — A111 - 4212 - 4323 — A111 * 4223 * 4312 + 4111 * 4213 - 4322 — A112 - A221 - 4313 + A112 - 4223 * 4311
+a112 - 211 - 4323 — 4112 - 213 - 4321 + A113 - A221 - 4312 — A113 - 4222 - 4311 — 4113 - A211 * 4322 + 4113 - 4212 - 4321
—a121 * A212 - 4313 + A121 - 4213 - 4312 + 121 - 4212 - 4313 — 4121 - 4213 * 4312 + 4122 - 211 - 4313 — A122 * 4213 * 311
—a122 - A211 - 4313 + A122 - 4213 - A311 — 123 - 4211 - 4312 + 4123 - A212 - 4311 + 4123 - 211 - 4312 — 123 * 4212 - 4311
+a111 - 212 - 4323 — 4111 * 213 - 4322 — A111 * 222 - 4313 + A111 - 4223 - 4312 — 4112 - 4211 * 4323 + 4112 - 4213 * 4321
+a112 - A1 - 4313 — A112 * 4223 - A311 + 4113 * A211 * @322 — A113 - A212 * 321 — A113 - A221 * 4312 + 4113 4222 - a311 = 0.
3. For two identical "Vertical Pages", second "Vertical Page" identical to third "Vertical Page":
a111 4121 4121|4112 4122 4122|4113 4123 4123

det[A3><3><3] =det | axi1 a1 axpi|axz axp a0 |a213 4»3 423
4311 4321 Aa3p1|as12 4322 a322 (4313 4323 4323

= (111 - 4222 - 4323 — 4111 * 4222 - @323 — A111 - 4223 - 4322 + 4111 - 4223 - 4322 — A112 - 4221 * 4323 + 4112 - 4223 - 4321
+a112 - d221 - 4323 — A112 - 4223 - A321 + 113 - 4221 - A322 — 113 * 4222 - A321 — A113 * 4221 * 4322 + A113 - 4222 - A321
—a121 - 4212 * 4323 + A121 - 4213 - 4322 + A121 - 4222 - 4313 — A121 * 4223 - 4312 + A122 - 4211 - 4323 — 4122 - 4213 * 4321

—a122 - 4221 4313 T A122 - 4223 - 4311 — 4123 * 4211 * 4322 + 4123 - 4212 * 321 + 4123 - A221 * 312 — 4123 * 1222 * 4311
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+a121 - 212 - 4323 — A121 - A213 - A322 — A121 * A222 - 4313 + A121 - 4223 - A312 — A122 - A211 - A323 + 4122 - 4213 * 4321
+a122 - 4221 - 4313 — 122 * 4203 * A311 + 123 * A211 - 4322 — @123 * A212 * A3p1 — 123 * 4221 - 4312 + A123 * A2 - A311 = 0.
4. For two identical "Vertical Layers", first "Vertical Layer" identical to second "Vertical Layer":

a111 4121 4131|4111 4121 @131 |4113 4123 4133

det[A3x3x3] =det | ay1 axp1 ax1|ax1 Axp1 31 |A213 G203 (233
as311 @321 4331|4311 4321 @331 |4313 4323 4333

= 4111 - 4221 - 4333 — A111 - A231 * 4323 — A111 - 4223 * 4331 + A111 - 4233 - A321 — 4111 - A221 - 4333 + A111 - A223 - 4331
+a111 - 4231 - 4323 — 4111 - 4233 - 4321 + 4113 * A221 - A331 — A113 * 4221 * 4331 — 4113 * 4231 * 4321 + 4113 - 4231 * 4321
—a121 - A211 - 4333 + A121 - 4213 - 4331 + A121 - 4231 - 4313 — 4121 - 4233 * 4311 + 4121 - A211 - 4333 — A121 * 4213 4331
—a121 - A231 - 4313 + A121 - 4233 - A311 — 123 * 4211 * 4331 + 4123 - A211 * 4331 + 4123 - 4231 - 4311 — 4123 * 4231 * 4311
“+a131 - 4211 - 4323 — A131 - A213 - A321 — A131 - A221 - 4313 + A131 - A223 - A311 — A131 * 4211 * 4323 + 4131 * 4213 * 4321
+a131 - 201 - 4313 — @131 * 4223 - A311 + 4133 * A211 * A321 — A133 * 4211 * @321 — @133 A221 * 4311 + 4133 - A201 - 4311 = 0.
5. For two identical "Vertical Layers", first "Vertical Layer" identical to third "Vertical Layer":
a111 4121 4131|4112 4122 4132|4111 4121 4131

det[A3x3x3] =det | ay1 axp1 axpi|ax2 Az a3 |A21 A1 4231
asz11 @321 4331|4312 4322 4332|4311 4321 4331

= 4111 - 4222 - 4331 — A111 - 4232 - 4321 — A111 - 4221 * 4332 + 4111 * 4231 - 4322 — 4112 - A221 - 4331 + A112 - 4221 * 4331
+a112 - 4231 - A321 — A112 - 4231 - 4321 + A111 - A221 - A332 — A111 - 4222 * 4331 — A111 - 4231 - 4322 + 4111 - 4232 - 4321
—a121 - A212 - 4331 + 121 * 4211 - 4332 + A121 - 4232 - 4311 — 4121 - 4231 * 4312 + 4122 - A211 - 4331 — 122 * 4211 - 4331
—a122 - A231 - 4311 + A122 - A231 - A311 — A121 - 4211 - 4332 + 4121 - A212 - 4331 + 4121 - 4231 - 4312 — A121 * 4232 - 4311
+a131 - A212 - 4321 — A131 * A211 * 4322 — A131 - A222 - A311 T A131 - A221 - A312 — 4132 - 4211 * 4321 + 4132 - 4211 * 4321
+a13p - a1 - 4311 — @132 - A221 4311 + 4131 * A211 * @322 — A131 - A212 * @321 — @131 * A221 * 4312 + 4131 222 - a311 = 0.
6. For two identical "Vertical Layers", second "Vertical Layer" identical to third "Vertical Layer":
a111 4121 4131|4112 4122 4132|4112 4122 4132

det[A3X3X3] =det | ayi1 axp1 ax1|ax2 a2 a3 (A2 A2 (232
4311 4321 4331|4312 4322 4332|4312 4322 4332

= Aa111 - 4292 - A332 — A111 - 4232 - A322 — A111 - A222 - A332 + A111 - 4232 - 4322 — A112 * 221 * 4332 + A112 - A222 - 4331

+a112 - 4231 - A322 — A112 - 4232 - 4321 + A112 * A221 - A332 — A112 - 4222 - 4331 — A113 - A231 * 4322 + 4112 - 4232 * 4321

—a121 - A212 - 4332 + A121 * 4212 - 4332 + A121 - 4232 - A312 — 4121 - 4232 * 4312 + 4122 - A211 - 4332 — A122 * 4212 - 4331

—a122 - A231 - A312 + A122 - A232 - A311 — A122 - 4211 * 4332 + A122 - A212 * 4331 + 4122 - 4231 - 4312 — A122 * 4232 - 4311

+a131 - 212 - A322 — 4131 - A212 - 4322 — 131 * A222 - A312 + A131 - 4222 - A312 — 4132 - A211 * 4322 + 4132 - A212 * 4321

+a13p - a1 - A312 — @132 222 - A311 + 4132 * A211 " A322 — A132 - A212 * A321 — A132 221 * 4312 + A132 222 - a311 = 0.
O
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