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Article 

Ricci Flow and Schwarzschildʹs Metric 
Rohit.D 

India, 431112; rohitdhormareedu,@gmail.com   

Abstract:  This  paper  delves  into  the  intriguing  intersection  between  the  Ricci  flow  and  the 

Schwarzschild metric, focusing primarily on applying these concepts to time‐dependent metrics for 

spherical  bodies,  such  as  stars.  By  exploring  the  dynamic  nature  of  the  Schwarzschild metric 

through the lens of Ricci flow, we aim to provide insights into the evolving geometry of space‐time 

surrounding massive objects. Our study seeks to enhance the understanding of how massive bodies, 

like stars, influence the fabric of space‐time over time, potentially impacting theories of gravity and 

cosmology. 
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Introduction 

The Schwarzschild metric,  introduced by Karl Schwarzschild in 1916, represents a significant 

milestone in the field of general relativity. It provides a solution to Einsteinʹs field equations in the 

vacuum outside a spherical mass. The elegance of this metric lies in its simplicity and its ability to 

describe the gravitational field outside a spherical, non‐rotating, uncharged mass such as a planet, 

star, or black hole. The metric is expressed as: 

𝑑𝑠ଶሺ𝑡ሻ  = െ  ቀ 1 െ
ଶ ீ௠ሺ௥ሻ

௥
ቁ  𝑑𝑡ଶ  +  ቀ 1 െ

ଶ ீ௠ሺ௥ሻ

௥
ቁ
ିଵ

  𝑑𝑟ଶ +𝑟ଶ𝑑Ωଶ. 

where ( G ) is the gravitational constant, ( m ) is the mass of the object, and ( r ) is the radial coordinate 

from the center of the mass. 

In  this paper, we extend  the Schwarzschild metric  to  incorporate  time dependence, drawing 

upon the principles of Ricci flow. The Ricci flow, an equation introduced by Richard S. Hamilton, 

describes the process of deforming the metric of a Riemannian manifold in a way that ʺsmooths outʺ 

irregularities in its shape.   

The flow is defined as: 

[  𝑔௜௝⟨𝑡⟩ ൌ െ2
డோ

డ௧
    ] 

Where  (  R  )  is  the  Ricci  tensor    and  (  𝑔௜௝   )  is  the metric  tensor.  By  applying  Ricci  flow  to  the 

Schwarzschild metric, we  explore how  the  space‐time geometry  around massive objects  evolves. 

More advanced and detailed study appears in the [3]. 

Time‐Dependent Schwarzschild Metric 

The time‐dependent Schwarzschild metric is formulated as: 

𝑑𝑠ଶሺ𝑡ሻ  = െ  ቀ 1 െ
ଶ ீ௠ሺ௧ሻ

௥ሺ௧ሻ
ቁ  𝑑𝑡ଶ  +  ቀ 1 െ

ଶ ீ௠ሺ௧ሻ

௥ሺ௧ሻ
ቁ
ିଵ

  𝑑𝑟ଶ +𝑟ଶ𝑑Ωଶ.   

This formulation allows for the mass ( m ) and radial coordinate ( r ) to vary with time, reflecting 

the dynamic nature of celestial bodies. The components of the time‐dependent covariant metric are 

given by: 

1.  𝑔௧௧  ሺ𝑡ሻ ൌ െ  ቀ 1 െ
ଶ ீ௠ሺ௧ሻ

௥ሺ௧ሻ
ቁ  ;   

2.  𝑔௥௥ ሺ𝑡ሻ ൌ ቀ 1 െ
ଶ ீ௠ሺ௧ሻ

௥ሺ௧ሻ
ቁ
ିଵ
;   

3.  𝑔ѲѲሺ𝑡ሻ ൌ 𝑟ଶሺ𝑡ሻ; 
4.  𝑔ఝఝ  ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑟ଶ ሺ𝑡ሻ sinଶ Ѳ ሺ𝑡ሻ  ; 
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These components highlight the influence of Ricci flow on space‐time geometry, suggesting a 

continuous deformation process akin to the evolution of shapes in geometry. 

Time‐dependent Curvature and Ricci Tensor 

The Ricci flow not only influences the metric components but also affects the curvature of space‐

time. The time‐dependent curvature and Ricci tensor are expressed as: 

[  𝑔௜௝⟨𝑡⟩ ൌ െ2
డோ

డ௧
  ] 

With specific expressions for each component: 

𝑔௧௧⟨𝑡⟩ ൌ െ2
డோ೟೟.ିଵି
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డோೝೝ ቀ ଵି

మ ಸ೘ሺ೟ሻ
ೝሺ೟ሻ ቁ

షభ

డ௧ 
        ‐(2) 

𝑔ѲѲ⟨𝑡⟩ ൌ െ2
డோѲѲ.௥మ  

డ௧
                  – (3) 

𝑔ఝఝ⟨𝑡⟩ ൌ െ2
డோകക.௥మ  ୱ୧୬మ Ѳ 

డ௧
െ(4) 

(As time ( t ) approaches infinity, these components trend towards zero, indicating a flattening 

of the space‐time curvature around massive bodies. This suggests that over  immense periods, the 

distortions  in  space‐time  caused by massive objects may diminish, potentially  leading  to a more 

uniform geometry. An important note is that we don’t provide a clear picture of the components of 

the Ricci tensor of the black hole’s metric. It’s easy to obtain.   

Conclusions 

The  study of  time‐dependent metrics  through Ricci  flow provides valuable  insights  into  the 

dynamic nature of space‐time around massive objects. By understanding how these metrics evolve, 

we  gain  a deeper  comprehension  of  the  complex  interplay  between  geometry  and  gravity. This 

understanding  is  crucial  for  advancing  our  knowledge  of  cosmology  and  the  behavior  of  stars, 

galaxies, and black holes over time. 

Figure A 

 
Figure A. Graphical representation of (  𝑔tt , 𝑔rr, 𝑔ఏఏ ,𝑔ఝఝ ሻ As t approaches zero.   
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