
Article Not peer-reviewed version

Modelling the Wealth and Probability of

Default of Unsecured Loans: The

Stochastic Partial Differential Equation

Approach

Jusper Wendo Osok * , Philip J Ngare , Patrick G. Weke

Posted Date: 20 May 2025

doi: 10.20944/preprints202505.1496.v1

Keywords: stochastic partial differential equations; empirical density process; limit characterization;

gaussian kernel

Preprints.org is a free multidisciplinary platform providing preprint service

that is dedicated to making early versions of research outputs permanently

available and citable. Preprints posted at Preprints.org appear in Web of

Science, Crossref, Google Scholar, Scilit, Europe PMC.

Copyright: This open access article is published under a Creative Commons CC BY 4.0

license, which permit the free download, distribution, and reuse, provided that the author

and preprint are cited in any reuse.

https://sciprofiles.com/profile/4456988
https://sciprofiles.com/profile/4210861
https://sciprofiles.com/profile/1140210


 

 

Article 

Modelling the Wealth and Probability of Default of 

Unsecured Loans: The Stochastic Partial Differential 

Equation Approach 

Jusper Wendo Osok 1, Phillip Ngare 2 and Patrick Weke 2,* 

1  Department of Mathematics, Pan African University of Basic Sciences, Technology and Innovation; 

wendo.jsp@gmail.com.com 

2  Department of Mathematics, University of Nairobi; pngare@uonbi.ac.ke 

*  Correspondence: pweke@uonbi.ac.ke 

Abstract: This paper establishes Stochastic Partial Differential Equation (SPDE) as a framework to 

model  the dynamics  of wealth  associated with unsecured  loans. The  approach discussed  herein 

recognizes the significance of the correlation between market forces, loan‐specific characteristics, and 

idiosyncratic  borrower  factors. We  develop  a model  that  incorporates  these  elements  through  a 

combination of diffusion terms and a Gaussian Kernel noise component. We detail the derivation of 

the SPDE, emphasizing the role of Gaussian noise to capture the proportional impact of fluctuating 

economic conditions on loan wealth. The incorporation of Gaussian decay in our model allows us to 

address the memory and fading influence of past economic shocks, providing a realistic depiction of 

risk  and  return dynamics  in  a  loan portfolio. Analytical  solution  to  the SPDE  is  explored under 

Dirichlet’s natural constrains of  the process. Through numerical simulations, we demonstrate  the 

modelʹs  application  in  estimating probability of default of borrowers given various  credit  scores 

under different  economic  conditions. The  resultant model’s use  in unsecured  loans opens a new 

chapter of SPDE applications in finance.   

Keywords: stochastic partial differential equations; empirical density process; limit   

characterization; gaussian kernel 

 

1. Introduction 

The financial industry is often grappling with the challenges posed by unsecured loans, which, 

unlike secured loans, are not designed to include collateral surety that might mitigate potential losses. 

In some cases, the information under which the loan is provided might be too scanty to provide a 

clear risk exposure. This category of loans, including personal loans, credit card debts and mobile 

(digital) loans, is particularly sensitive to fluctuations in economic conditions and borrower‐specific 

factors. Effective risk management of such loans is crucial for financial stability and profitability of 

the lending institutions, thus making the development of robust analytical models to predict their 

loan performance a vital endeavor. 

Recent economic downturns and evolving market dynamics have highlighted the shortcomings 

of traditional models in capturing the complex dependencies and the stochastic nature of unsecured 

loans(NBER, 2023). The need for more sophisticated modeling frameworks that can accommodate 

non‐linear dynamics of  these  loans became clear. Such  frameworks need  to consider not only  the 

inherent  risk  factors  associated with  the  borrower  and  the  loan  but  also  the  broader  economic 

environment that significantly impacts loan portfolio performance (CEPR, 2023). 

Stochastic Partial Differential Equations  (SPDEs) offer a robust mathematical  framework  that 

capture systems  influenced by  random  fluctuations and spatial variables.  In  finance, SPDEs have 

been  effectively used  to model a variety of  complex phenomena  including  interest  rates, pricing 

securities, and market volatility, demonstrating  their versatility and application use  cases  (Wang 
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et.al, 2023). Despite  these successes,  the application of SPDEs  to analyze  the wealth dynamics on 

unsecured loans has not been fully explored. This gap presents a unique opportunity to extend the 

utility of SPDEs to a new area within financial modeling. This paper aims to leverage on SPDEs to 

address this untapped area by introducing a novel approach that integrates both the random shocks 

and  the  spatial‐temporal dimensions  of  unsecured  loan wealth  behavior, drawing  on  numerical 

methods such as those discussed by (Benth and Koekebakker, 2023) and extending them to include a 

Gaussian decay Kernel to enhance the modelʹs practical application and efficacy. 

The main goal of this research is to develop and validate a stochastic partial differential equation 

(SPDE) model to describe the wealth dynamics of unsecured loans. By incorporating macro‐economic 

conditions,  borrower  characteristics,  and  loan‐specific  features,  the  model  aims  to  serve  as  a 

comprehensive  tool  for predicting  loan performance. This  includes simulating different economic 

scenarios and assessing their impact on loan portfolios. 

First, the study introduces an SPDE model driven by three correlated sources of random shocks 

that influence loan dynamics, which provides a more realistic representation of economic shocks and 

their propagation over time. 

Second, the research presents methodological advancements in applying SPDEs to unsecured 

loans, focusing on the use of a Gaussian Kernel. This innovation allows for modeling the proportional 

effects of historical economic variability on loan wealth. 

Third,  the  paper  investigates  both  analytical  and  numerical  solutions  to  the  SPDE  under 

Dirichlet’s  boundary  conditions, demonstrating  the modelʹs  robustness  and  applicability  to  real‐

world scenarios. 

Finally, the practical implications of the model for portfolio risk assessment are discussed.   

Following the introduction, the paper is organized as follows: Section 2 focuses on the theoretical 

development  of  correlated  Brownian motions,  explaining  how  economic  and  borrower‐specific 

factors  are  incorporated  into  both  the  diffusion  and  noise  components.  Section  3  deploys  the 

correlated Brownian motions to the formulation of the SPDE model in unsecured loans. This section 

also highlights, the methodology for obtaining an analytical solution to the SPDE. Section 4 forms the 

basis  for  conducting numerical  simulations  for SPDE  solution, offering  insights  into  the modelʹs 

behavior  across  various  economic  scenarios.  Section  5  highlights  the  discussion,  examining  the 

practical  implications  of  these  findings,  providing  recommendations  for  financial  practice  and 

regulatory policy. We conclude the paper by summarizing the key contributions of the research and 

suggesting potential direction for future studies. 

The study of unsecured loan dynamics opens a critical niche in financial modeling, intertwining 

elements  of  risk management,  economic  theory  and  stochastic  processes. Recent  advances  have 

increasingly  leveraged  on  advanced mathematical models  such  as  Stochastic  Partial Differential 

Equations (SPDEs) to capture the intricate behaviors of financial instruments under uncertainty. This 

section  reviews  the  prevailing  literature,  highlighting  seminal  works  and  recent  research 

advancements that inform our SPDE‐based approach to modeling unsecured loans. 

Historically,  loan performance models have primarily  focused on deterministic factors which 

employ  statistical  and  econometric methods  to predict default probabilities  and  losses. Classical 

models like the logistic regression‐based credit scoring model (Hand and Henley, 1997) and Altmanʹs 

Z‐score model for credit risk (Altman, 1968) are examples of foundational works in the subject matter 

but often lack the capacity to incorporate stochasticity of the elements effectively. 

The introduction of stochastic processes in finance by (Black and Scholes, 1973) through their 

groundbreaking work  on  option  pricing  (Black  and  Scholes,  1973) made  a  significant  evolution. 

Duffie and Singleton (1999) extended these ideas to the credit market, through stochastic intensity 

model frameworks for modeling credit risk. However, these approaches predominantly focused on 

securities with explicit parameters and market pricing mechanisms. 

The application of SPDEs  in  finance has  traditionally been  limited  to derivatives pricing and 

interest  rate  modeling,  as  detailed  by  (Piterbarg,  2006)  and  (Filipović,  2009).  More  recently, 

researchers have begun to explore SPDEs in broader financial contexts, such as market liquidity and 

Preprints.org (www.preprints.org)  |  NOT PEER-REVIEWED  |  Posted: 20 May 2025 doi:10.20944/preprints202505.1496.v1

© 2025 by the author(s). Distributed under a Creative Commons CC BY license.

https://doi.org/10.20944/preprints202505.1496.v1
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


  3  of  25 

 

asset price volatility (Fouque and Langsam, 2013). These studies demonstrate the potential of SPDEs 

to model complex, multi‐factorial dynamics in financial systems. 

The concept of colored noise, representing temporally or spatially correlated stochastic processes, 

has been increasingly applied in economic modeling. The work by (Swishchuk, 2017) illustrates the use 

of Gaussian‐colored noise to model market memory and price evolution, providing a theoretical basis 

for incorporating similar concepts into loan performance modeling. Applications in other areas such as 

reinforcement learning in artificial intelligence have also been explored (Onno, 2023). 

The use of Gaussian kernels  to  smooth  stochastic processes  in  time  series analysis has been 

discussed by (Fan and Yao, 2003), who highlight their utility in handling non‐stationary data. This 

approach is applicable to loan modeling, where economic conditions and borrower behaviors exhibit 

significant temporal variability and memory effects. 

A significant gap in the literature is the application of Stochastic Partial Differential Equations 

(SPDEs) to model the wealth dynamics in unsecured loans, which face unique challenges due to the 

lack  of  collateral  and  the  direct  impact  of  economic  conditions  on  borrower  solvency.  Existing 

research primarily focuses on securitized loans like mortgage‐backed securities (MBS), where models 

like  those developed by  (Ahmad  et.al,  2018)  in  their  study of MBS pools  effectively  capture  the 

dynamics of default and prepayment using SPDEs. Their work emphasizes the capability of SPDEs 

to handle complex, multi‐layered risk factors in pooled mortgage loans, offering a comprehensive 

approach to understanding risk distributions over time and across different economic conditions. 

Our research extends these methodologies to unsecured loans by adapting the SPDE framework 

to account for the more idiosyncratic and less predictable nature of these loans. Unlike secured loans, 

where collateral offers a buffer against borrower risk of default, unsecured loans are more directly 

exposed  to  fluctuations  in borrower  financial health  and broader  economic  shifts. By  integrating 

factors such as market conditions, loan‐specific characteristics, and individual borrower risk profiles 

into the SPDE model, we aim to provide a robust model of loan performance exhibiting formidable 

predictive power on risk of default. 

This adaptation is inspired by the flexible and dynamic structural models proposed by (Cont 

and Minca,  2013), who used SPDEs  to  explore  systemic  risks  in banking networks,  suggesting  a 

pathway for similar applications in loan modeling. Their approach to modeling interconnected risk 

factors  in  a network  setting provides  a  valuable  foundation  for our model, which  considers  the 

interconnectedness  of  economic  factors  and  individual  borrower  circumstances  in  unsecured 

lending.  By  building  on  the mathematical  framework  established  by  (Ahmad  et  al.,  2018)  and 

adapting it to the unique characteristics of unsecured loans, we address a critical research gap. This 

approach not only enhances our understanding of loan dynamics under varying economic conditions 

but also makes a significant contribution to financial risk management, particularly in the assessment 

and management of unsecured loan portfolios. 

The literature underscores a growing recognition of the need for advanced mathematical models 

in financial analysis. The shift towards using SPDEs in loan modeling represents a significant leap 

into more  robust and  relatively  accurate approaches  to predictive and  realistic  risk management 

solutions in the finance industry. The adaptation of SPDE frameworks to unsecured loan dynamics, 

as suggested by the referenced studies, offers a promising avenue for future research and practical 

application in financial risk assessment. 

2. The Model Setup 

This section we develop the Stochastic Partial Differential Equation (SPDE) model to capture the 

dynamics of wealth process  in unsecured  loans. We will  first  formulate  the wealth process of an 

unsecured loan with factors drawn from the market, loan and individual attributes, before embarking 

on its application to the SPDE. 
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2.1. Correlated Brownian Motion 

For an unsecured loan, the wealth process 𝑋௜ሺ𝑡ሻ  should reflect the borrower,  𝑖ᇱ𝑠, ability to repay 
the loan, considering various sources of financial pressures and economic conditions. The SDE for   

𝑋௜ሺ𝑡ሻ  can be modeled as follows: 

      𝑑𝑋௜ሺ𝑡ሻ ൌ 𝜇௜൫𝑡,𝑋௜ሺ𝑡ሻ൯𝑑𝑡 ൅ 𝜎ெ𝑑𝑊௧
ெ ൅ 𝜎௅𝑑𝑊௧

௅ ൅ 𝜎௜𝑑𝑊௧
௜          (1) 

Where: 

𝜇௜൫𝑡,𝑋௜ሺ𝑡ሻ൯  denotes the drift function of the wealth process, representing the average change of 

the wealth of individual  𝑖  over a given period of time t. 

𝜎ெ ,𝜎௅ 𝑎𝑛𝑑 𝜎௜  are the volatilities related to the market, the loan portfolio and the idiosyncratic 

factors of the  𝑖௧௛  borrower respectively. 

𝑊௧
ெ,𝑊௧

௅ 𝑎𝑛𝑑 𝑊௧
௜     are  the  respective  dependent  Brownian motions  for  the market,  the  loan 

portfolio and the idiosyncratic risk sources. 

In  order  to  incorporate  the  dependency  amongst  the  three  Brownian motions, we  need  to 

formulate the correlation matrix: 

෍ൌ ൥
1 𝜌௜௅ 𝜌௜ெ
𝜌௜௅ 1 𝜌௅ெ
𝜌௜ெ 𝜌௅ெ 1

൩ 

We will assume  that  the correlations above are  constant under  the Gaussian copula and are 

mathematically  obtained  using  Cholesky  decomposition  of  three  correlated  paths  and  can  be 

expressed as  linear combinations of  independent Brownian motions 𝑊௧
ଵ, 𝑊௧

ଶ  and 𝑊௧
ଷ  so  that  the 

dependent Brownian motions can be expressed as 

𝑊௧
௜ ൌ 𝑊௧

ଵ   

𝑊௧
௅ ൌ 𝜌௜௅𝑊௧

ଵ ൅ ඥ1 െ 𝜌௜௅
ଶ 𝑊௧

ଶ   

𝑊௧
ெ ൌ 𝜌௜ெ𝑊௧

ଵ ൅ 𝜌௅ெሺ𝜌௜௅𝑊௧
ଵ ൅ ඥ1 െ 𝜌௜௅

ଶ 𝑊௧
ଶሻ   

                                                 ൅ඥ1 െ 𝜌௜ெ
ଶ െ 𝜌௅ெ

ଶ െ 2𝜌௜௅𝜌௜ெ𝜌௅ெ𝑊௧
ଷ   

The  individual  factors  can  evolve  independently  and  represented  by  the  noise  𝑊௧
ଵ , while 

specific loan conditions that are unique to the loan book are captured by 𝑊௧
ଶ; while general market 

trends of economic growth are captured by 𝑊௧
ଷ. 

The Cholesky decomposition of the correlation matrix ∑  can be factored into a product of the 
lower triangular matrix  𝐿  and its transpose  𝐿்  such that: 

∑ ൌ 𝐿 𝐿் 

Where  𝐿  is the Cholesky factor matrix with the structure 

𝐿 ൌ

⎝

⎜⎜
⎛

1 0 0

𝜌௜௅ ට1 െ 𝜌௜௅
ଶ 0

𝜌௜ெ
𝜌௅ெ െ 𝜌௜௅𝜌௜ெ

ඥ1 െ 𝜌௜௅
ଶ

ට1 െ 𝜌௜ெ
ଶ െ 𝜌௅ெ

ଶ െ 2𝜌௜௅𝜌௜ெ𝜌௅ெ
⎠

⎟⎟
⎞
 

This matrix shows the individual wealth responses to sources of shocks influenced by personal 

characteristics, loan conditions and the broader economic changes.   

We  aim  to  create  a  single  sourced Brownian motion  that will  encapsulate  all  the  correlated 

Brownian motions. A plausible formulation would be to use a time dependent vector quantity in the 

planes of orthogonal representation of the three sources of variations. Suppose 𝑊෡௜ሺ𝑡ሻ  is the vector 
representation  the overall Brownian motion effect on  𝑋௜ሺ𝑡ሻ, we can express 𝑊෡௜ሺ𝑡ሻ  combining  the 

total  effect  of  the Market,  the Loan  and  the  idiosyncratic  factors  as  a  linear  combination  of  the 

independent Brownian motions as: 

𝑊෡௜ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐿 ቌ
𝑊௧

ଵ

𝑊௧
ଶ

𝑊௧
ଷ
ቍ             (2) 

Thus,  the  protracted  SDE modelling  the  dynamics  of  𝑋௜ሺ𝑡ሻ  with  the  correlated  Brownian 

motions bounded by Lipschitz conditions becomes 
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                                               𝑑𝑋௜ሺ𝑡ሻ ൌ 𝜇௜൫𝑡,𝑋௜ሺ𝑡ሻ൯𝑑𝑡 ൅ 𝜎ሺ𝑡,𝑋௜ሺ𝑡ሻሻ𝑑𝑊෡௜ሺ𝑡ሻ      (3) 

Where, 

𝜇௜൫𝑡,𝑋௜ሺ𝑡ሻ൯, the drift term represents the deterministic part of the wealth dynamic drawn from 

all sources of risks. 

𝜎ሺ𝑡,𝑋௜ሺ𝑡ሻሻ ,  the  diffusion  term modulating  the  sensitivity  of  𝑋௜ሺ𝑡ሻ   under  the  risk  factors  of 
𝑊෡௜ሺ𝑡ሻ. The Weiner Process, 𝑊෡௜ሺ𝑡ሻ, can be standardized to aggregate all the three sources of variation 
through a discretization criterion for data analysis. 

2.2. Portfolio Dynamics 

In order to develop the loss model, we need to formulate risks from their root causes. Every loan 

in a portfolio bears risk of default, prepayments risk and refinancing risk. The occurrence of any of 

the above three events will lead to unrealized losses in the loan portfolio. Therefore, it is in the interest 

of the lender to model the wealth of the borrower in anticipation of any of the three risks. The wealth 

process  first  requires  a  logistic  transformation mapping  into  a density  function. Let  𝑌௜ሺ𝑡ሻ as  the 
corresponding density function mapping the wealth process 𝑋௜ሺ𝑡ሻ   to a bounded interval    (0,1). 

Using Ito’s Lemma, the dynamics associated with the transformed process  𝑌௜ሺ𝑡ሻ  can be shown as   

𝑑𝑌௜ሺ𝑡ሻ ൌ 𝜇௜൫𝑡,𝑌௜ሺ𝑡ሻ൯𝑑𝑡 ൅ 𝜎௜൫𝑡,𝑌௜ሺ𝑡ሻ൯𝑑𝑊෡௜ሺ𝑡ሻ                        (4) 

Unsecured  loans can be clustered  into pools and exit causes characterized by maturity of the 

loan  to  term,  early  repayment  (prepayment),  default  and  refinancing;  with  these  events  being 

mutually exclusive and independent in relation to the dynamics of the loan pool. 

While modeling each of the exit times independently is likely to provide useful insights to each 

of these exit risks, we will confine our study to the probability of default as a risk measure.   

For  our model  involving  the  stochastic  density  function  𝑌௜ሺ𝑡ሻ, we  can  establish  a  technical 

condition as a sensitivity measure of the volatility or stability of the risk probability over time interval 

ሾ𝑠, 𝑡ሿ, such that 

                     𝔼ሺ𝑌௜ሺ𝑡ሻ െ 𝑌௜ሺ𝑠ሻሻଶ ൌ න 𝔼ሾ𝜎௜൫𝑢,𝑋௜ሺ𝑢ሻ൯
ଶ
𝑌௜
ଶሺ𝑢ሻሺ1 െ 𝑌௜ሺ𝑢ሻ ሻଶሻሿ

௧

௦
𝑑𝑢                          ሺ5ሻ 

2.3. Aggregate Loss and the Empirical Process 

Consider the aggregate loss,  𝐿௡ሺ𝑡ሻ,  defined as the count of losses over the individual processes 
𝑌௜ሺ𝑡ሻ  at time  𝑡, representing the defaults and empirical process  𝑢௡ሺ𝑡ሻ, defined as the average of some 

measurable function  𝑓  applied to the processes  𝑌௜ሺ𝑡ሻ where: 

𝐿௡ሺ𝑡ሻ ൌ
1
𝑛
෍1ሼఛ೔ஸ௧ሽ

௡

௜ୀଵ

 

𝑢௡ሺ𝑡ሻ ൌ ଵ

௡
∑ 1ሼఛ೔ஸ௧ሽ
௡
௜ୀଵ 𝛿௒೔ሺ௧ሻ            (6) 

The process  𝑢௡ሺ𝑡ሻ  can be interpreted as the distribution of the loan values among borrowers 

with outstanding loans in the portfolio by time  𝑡. The Dirac delta  𝛿௒೔ሺ௧ሻ  highlights the value as  𝑌௜ሺ𝑡ሻ. 

The  total  filtration  ℱ௧   represents  the  filtration  up  to  time  𝑡 ,  which  includes  all  relevant 

information  from  both  the  market  and  the  loan  portfolio  affecting  the  individual  loan  and  is 

represented as: 

                                                                    ℱ௧ ൌ ℱ௧ெ⋁ ℱ௧௅            (7) 

where ℱ௧ெ  is the filtration generated by the market factors and 𝓕𝒕
𝑳  is the filtration generated by 

the loan‐specific factors. 

There exists a relationship between  𝑢௡ሺ𝑡ሻ  and  𝐿௡ሺ𝑡ሻ  shown in (Ahmad et al. 2018), Theorem 2.3 

such that   

1 െ 𝑢௡ሺ𝑡ሻሺ0,1ሻ  =  𝐿௡ሺ𝑡ሻ          (8) 

Where    𝑢௡ሺ𝑡ሻሺ0,1ሻ measures the total surviving loan proportion, incorporating considerations 

of both the market trends and the individual loan behaviors up to time t. 
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Theorem 1.  [Birkhoff’s Ergodic Theorem]: Birkhoff’s Ergodic Theorem states  that  for a measure 

preserving transformation  𝑇  on a probability space  ሺΩ,ℱ,ℙሻ  and with an integrable function  𝑓, the 
time averages of  𝑓  converges almost surely in  𝐿ଵ  to the space average of  𝑓: 

ଵ

௡
∑ 𝑓ሺ𝑇௜𝜛ሻ

𝑎. 𝑠
⟶

n → ∞
𝐸ሺ𝑓ሻ௡ିଵ

௜ୀ଴  for almost all 𝜛 

The  processes  𝑌௜ሺ𝑡ሻ   are  assumed  to  be  identically  distributed  and  ergodic  for  all  𝑖 . Using 
Birkhoff’s Ergodic Theorem,  the  aggregate  loss  function  𝐿௡ሺ𝑡ሻ  and  the  empirical process,   𝑢௡ሺ𝑡ሻ  
converges to  𝐿ሺ𝑡ሻ 𝑎𝑛𝑑  𝑢ሺ𝑡ሻ  respectively, such that 

∑ 𝐿௡ሺ𝑡ሻ୬→ஶ ൌ 𝑃ሺ𝜏௜ ൑ 𝑡|ℱ௧ሻ ൌ  1 െ 𝑢௡ሺ𝑡ሻሺ0,1ሻ                and 

∑ 𝑢௡ሺ𝑡ሻ୬→ஶ ൌ 𝑃ሺ𝑌௜ሺ𝑡ሻ ∈ 𝑆; 𝜏௜ ൑ 𝑡|ℱ௧ሻ    for  𝑆 ∈ ሺ0,1ሻ 

As  n → ∞, and assuming  that  each  𝑌௜ሺ𝑡ሻ  are  𝑖. 𝑖.𝑑 ergodic processes and  the  loan’s  first  exit 
times  𝜏 are independent of the  𝑌௜ሺ𝑡ሻ  paths,   

∑ 𝑢௡ሺ𝑡ሻ୬→ஶ ൌ 𝐸ሺ1ሼఛழ௧ሽ𝛿௒ሺ௧ሻሻ        (9) 

The  limit process  𝐸ሺ1ሼఛழ௧ሽ𝛿௒ሺ௧ሻሻ  is a probabilistic measure on  the state space of  the  loan  that 

quantifies  the distribution on  active  loans  in  the portfolio  at  any  time  𝑡  as  the number of  loans 

become very large. 

Let 𝑀  denote the space of finite measures on [0,1] equipped with the Skorokhod  𝐽1 topology of 
weak  convergence. Then  the  sequence of  the  empirical processes  𝑢௡ሺ𝑡ሻ′𝑠, defined  as  a measure‐

valued cadlag processes which as  n ⟶∞,  converges in law to  𝑢ሺ𝑡ሻ. Consequently, the sequence of 
loss processes,  𝐿௡  also converges  in  law  to  𝐿, where  𝐿  is  the  limit  loss process  in  the cadlag  real 

valued paths.   

Assuming  𝑌௜ሺ𝑡ሻ  for  𝑖 ൌ 1,2, … ,𝑛  and  that equation 9 holds  for  large  𝑛, we aim  to derive  the 

limit SPDE.   

We define the empirical density  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ  as a measure representing the density of states  𝑌௜ሺ𝑡ሻ  at 
position  𝑥  and time  𝑡  so that: 

𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ ൌ ଵ

௡
∑ 𝛿ሺ𝑥 െ 𝑌௜ሺ𝑡ሻሻ
௡
௜ୀଵ                    (10) 

where  𝛿  is the Dirac delta function, placing mass at the locations of each  𝑌௜ሺ𝑡ሻ. 
The function  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ must be adapted to the filtration on equation 7, generated by the collective 

noise process 𝑊෡௜ሺ𝑡ሻ. 

2.4. Tightness and Convergence of the Empirical Measure 

Theorem 2. [Theorem of Tightness]: Definition: A family of probability measures 𝒫௡  on a metric 

space ℳ   is  said  to  be  tight  for  every    𝜖 ൐ 0 ,  there  exists  a  compact  set  𝐾ఢ ⊂ ℳ   satisfying  the 

condition that:   

ℙሺ𝒫௡  ∈  𝐾ఢሻ ൐ 1 െ 𝜖                   ∀  𝑛 ∈ 𝕫ା                        (11) 

We  seek  to  verify  the  uniform  boundedness  and  equicontinuity  of  the  empirical measure, 

𝑢௡ሺ𝑡ሻ. Thereby, establishing the tightness over a suitable space function  𝒮ሺሾ0,1ሿ,𝒢ሾ0,1ሿሻ drawn over   

a space of finite measure  𝒢ሾ0,1ሿ    in the interval  ሾ0,1ሿ.   
Uniform  boundedness  in probability  holds  if  the  total mass  is  constrained within  the  limit 

interval. This holds for  𝑢௡ሺ𝑡ሻ  since for  𝜖 ൐ 0, there exists 𝐾ఢ  such that 

ℙቆන න |𝑢௡ሺ𝑥, 𝑡ሻ|
ଵ

଴

்

଴
𝑑𝑥𝑑𝑡 ൐  𝐾ఢቇ ൏ 𝜖                   ∀  𝑛 ∈ 𝕫ା 

as long as  𝑢௡ሺ𝑡ሻ  is a probability measure with the condition 

                                      න 𝑢௡ሺ𝑥, 𝑡ሻ𝑑𝑥 ൌ 1
ଵ

଴
                 ∀  for 𝑡 ∈ ሾ0, Tሿ                          ሺ12ሻ 

Moreover, we seek to establish the continuity of the empirical density measure  𝑢௡ሺ𝑡ሻ.  This can 
be achieved by ascertaining that it does not vary wildly over small changes in time. To demonstrate 

this, for every  𝜖 ൐ 0  and 𝐾ఢ ൐ 0, there exists a  𝛿 ൐ 0  such that whenever  |𝑡 െ 𝑠| ൏ 𝛿, then, 

ℙ൫𝑠𝑢𝑝௫ሾ଴,ଵሿ|𝑢௡ሺ𝑥, 𝑡ሻ െ 𝑢௡ሺ𝑥, 𝑠ሻ| ൐  𝐾ఢ ൯ ൏ 𝜖    uniformly in  𝑛 for 0 ൑ 𝑠 ൏ 𝑡 ൑ 𝑇. 
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Since both  𝑌௜ሺ𝑡ሻ  and the Dirac delta are continuous, then it follows that the empirical measure 

is also continuous on small differences  |𝑢௡ሺ𝑥, 𝑡ሻ െ 𝑢௡ሺ𝑥, 𝑠ሻ|,  over small  𝛿 ൐ 0 □ 

2.5. Weak Convergence of 𝑢௡ሺ𝑥, 𝑡ሻ  to a Limit Measure 𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ 

Theorem  3.  [Prokhorov’s  Theorem]:  Prokhorov’s  Theorem  states  that  a  sequence  of  tight 

probability measure defined on complete  separable metric space,  such as  the Polish Space  in  the 

interval  ሾ0,1ሿ, is relatively compact. The implication of this is that each of these sequences converges 

weakly in the order of their progression. 

Since  𝑢௡ሺ𝑥, 𝑡ሻ   is  tight,  then  ሼ𝑢௡ሺ𝑥, 𝑡ሻ ሽ௡   sequence  is  relatively  compact  over  the  space  of 

probability  measure  equipped  with  topological  weak  convergence.  Thus,  it  follows  that  for  a 

subsequence  ሼ𝑢௡೘ሺ𝑥, 𝑡ሻ ሽ௡೘  and a probability measure  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ, 

ሼ𝑢௡೘ሺ𝑥, 𝑡ሻ ሽ௡೘ →  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ whenever 𝑚 → ∞             □ 

2.6. Limit Identity Using Skorokhod’s Representation Theorem 

Theorem  4.  [Skorokhod  Theorem]:  Skorokhod  Theorem  improves  the  weak  convergence 

formulation  of  𝑢௡ሺ𝑥, 𝑡ሻ   to  almost  sure  results  by  transforming  it  to,  potentially,  a  different 

probability space, with desirable contextual properties such as uniqueness in law. 

Lex  ሼ𝑈 ሽ௡  be a sequence of random variables with usual probability space  ሺΩ.ℱ,ℙሻ with weak 

distributional  convergence  to  𝑈.   There  exists  another  set  of  random  variables  ሼ𝑈∗ ሽ௡     and  𝑈∗ 

equipped with probability space  ሺΩ∗,ℱ∗,ℙ∗ሻ  such that 

i. ሼ𝑈∗ ሽ௡    and  ሼ𝑈 ሽ௡  have a similar distribution for each  𝑛, 
ii. 𝑈∗  and 𝑈  have a similar distribution, and, 

iii. ሼ𝑈 ሽ௡ ⟶  ሼ𝑈∗ ሽ௡      almost surely in  ሺΩ∗,ℱ∗,ℙ∗ሻ                    (13) 

To proof that Skorokhod Theorem holds for  𝑢௡ሺ𝑥, 𝑡ሻ,  first we need to construct the probability 

spaces. 

Let 𝑈∗ሺ𝑥, 𝑡ሻ    and 𝑈ሺ𝑥, 𝑡ሻ  be the CDFs of the random measures  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ and 𝑢௡ሺ𝑥, 𝑡ሻ  respectively. 
Since  𝑢௡ሺ𝑥, 𝑡ሻ ⟶ 𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ  in distribution,  then  it  follows  that 𝑈∗ሺ𝑥, 𝑡ሻ  converges  to 𝑈ሺ𝑥, 𝑡ሻ  at every 
point of its continuity. Subsequently, if the quantile functions of   𝑈∗ሺ𝑥, 𝑡ሻ      and 𝑈ሺ𝑥, 𝑡ሻ    are denote 
as 𝑄∗ሺ𝑥, 𝑡ሻ      and 𝑄ሺ𝑥, 𝑡ሻ    respectively, then 

𝑄∗ ሺ𝑥, 𝑠ሻ ൌ inf ሼ𝑥 ∈ ℝ: 𝑈∗ሺ𝑥, 𝑡ሻ ൒ 𝑠 ሽ  and 
𝑄 ሺ𝑥, 𝑠ሻ ൌ inf ሼ𝑥 ∈ ℝ: 𝑈ሺ𝑥, 𝑡ሻ ൒ 𝑠 ሽ    for  𝑠 ∈ ሾ0,1ሿ 

A  uniformly  distributed  random  variable,  𝑍 ,  is  defined  over  the  interval  ሾ0,1ሿ   on  a  new 
probability space  ሺΩ∗,ℱ∗,ℙ∗ሻ. Defining  𝑢∗௡ሺ𝑥, 𝑡ሻ 𝑎𝑛𝑑 𝑢∗ሺ𝑥, 𝑡ሻ   as follows 

𝑢∗௡ሺ𝑥, 𝑡ሻ ൌ  𝑄∗ ሺ𝑥, 𝑧ሻ    and  𝑢∗ሺ𝑥, 𝑡ሻ ൌ  𝑄 ሺ𝑥, 𝑧ሻ 

Therefore  we  deduce  that  the  distributions  of  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ and 𝑢௡ሺ𝑥, 𝑡ሻ     are  similar  to  the 

distributions  of  𝑢∗ሺ𝑥, 𝑡ሻ  and 𝑢∗௡ሺ𝑥, 𝑡ሻ  since  the  quantile  transformation  maps  the  uniform 

distribution  to  those  of  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ and 𝑢௡ሺ𝑥, 𝑡ሻ .  Since  𝑄∗ሺ𝑥, 𝑡ሻ   converges  to  𝑄ሺ𝑥, 𝑡ሻ   at  all  points  of 
continuity  of  𝑈ሺ𝑥, 𝑡ሻ   and  𝑍   is  almost  surely  continuous  Ahmed  et  al  (2018,  Lemma  4.1),  then 

𝑄∗ ሺ𝑥, 𝑧ሻ ⟶   𝑄 ሺ𝑥, 𝑧ሻ  almost surely; thus  𝑢∗௡ሺ𝑥, 𝑡ሻ  ⟶  𝑢∗ሺ𝑥, 𝑡ሻ   almost surely in  ሺΩ∗,ℱ∗,ℙ∗ሻ.  □ 

3. SPDE for the Empirical Density Measure 

The process  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ  under the conditions of the formulation of equation 12 and with sufficient 

smoothness, converges similar to a function,  𝑓, as shown by Ahmed et. al. (2018), that satisfies an 

SPDE of the form 

డ௙

డ௧
ൌ 𝜇ሺ𝑥, 𝑡ሻ

డ௙

డ௫
൅

ଵ

ଶ
𝜎ଶሺ𝑥, 𝑡ሻ

డమ௙

డ௫మ
ൌ  𝐿𝑓                (14) 

The operator  𝐿 ൌ 𝜇ሺ𝑥, 𝑡ሻ డ

డ௫
൅ ଵ

ଶ
𝜎ଶሺ𝑥, 𝑡ሻ డమ

డ௫మ
  ,  is  the generator of  the stochastic process and  𝑓  is 

carefully  chosen  to meet  some  test  function  condition. Now we  aim  to  show  that  our  empirical 

density process  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ  has a general SPDE formulation given as 
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𝜕𝑢
𝜕𝑡

ൌ 𝐿𝑢 ൅ ሺ𝑛𝑜𝑖𝑠𝑒 𝑡𝑒𝑟𝑚ሻ 

Specifically,  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ  satisfies the SPDE form represented as follows: 

డ௨ሺ௫,௧ሻ

డ௧
ൌ െ

డ

డ௫
ሼ𝜇ሺ𝑥, 𝑡ሻ𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻሽ ൅

ଵ

ଶ

డమ

డ௫మ
ሼ𝜎ଶሺ𝑥, 𝑡ሻ𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻሽ  ൅

𝐶𝑜𝑟𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑒𝑑 𝑁𝑜𝑖𝑠𝑒                            (15) 

Consider  the  empirical  density  process  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ   as  defined  in  equation  13  and  𝑓 to  be  a 
continuous and twice differentiable,  𝐶ଶ, function following the Dirichlet boundary conditions over 

the interval  ሾ0,1ሿ, we have that 

𝑓ሺ0ሻ ൌ 𝑓ሺ1ሻ ൌ 0         (Dirichlet boundary condition) 

Let  the  infinitesimal  generator  associated  with  the  stochastic  process  𝑌௜ሺ𝑡ሻ   be  defined  as 
equation 14 above. The behaviour of  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ  under  the given  test  function,  𝑓,  can be analyzed by 
passing  limits  inside  integrals on conditions of uniform  integrability and dominated convergence 

such that 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ׬ 𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥 ൌ
ଵ

௡
∑ 𝑓ሺ𝑌௜ሺ𝑡ሻሻ
௡
௜ୀଵ

ଵ
଴

                         (16) 

The temporal derivative of the above equation given  ℒ  over  𝑓  is given as 

𝜕
𝜕𝑡
න 𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥 ൌ

1
𝑛
෍𝐿𝑓ሺ𝑌௜ሺ𝑡ሻሻ

௡

௜ୀଵ

ଵ

଴
 

ൌ
1
𝑛
෍ሺ𝜇ሺ𝑌௜ሺ𝑡ሻ, 𝑡ሻ𝑓ᇱሺ𝑌௜ሺ𝑡ሻሻ

௡

௜ୀଵ

൅
1
2
𝜎ଶሺ𝑌௜ሺ𝑡ሻ, 𝑡ሻ𝑓ᇱᇱሺ𝑌௜ሺ𝑡ሻሻ 

As  𝑛 ⟶ ∞  and if  𝑌௜ሺ𝑡ሻ  are dense in [0,1],  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ  becomes smooth such that 

න 𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ𝐿𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥 ൌ
ଵ

଴
න ሺ𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻሺ𝜇ሺ𝑥, 𝑡ሻ𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൅

1
2
𝜎ଶሺ𝑥, 𝑡ሻ𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻሻ𝑑𝑥

ଵ

଴
 

                                                 ൌ න 𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ൫𝜇ሺ𝑥, 𝑡ሻ𝑓ᇱሺ𝑥ሻ൯𝑑𝑥 ൅ න
1
2
𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ𝜎ଶሺ𝑥, 𝑡ሻ𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

ଵ

଴

ଵ

଴
 

Solving  further  through  integration  by  parts  for  each  of  the  two  integrals  separately, 

׬ 𝑢𝑣ᇱ𝑑𝑥 ൌ 𝑢𝑣 െ ׬ 𝑢ᇱ𝑣𝑑𝑥
ଵ
଴

ଵ
଴

  ,   

Starting with the first integral, let  𝑢 ൌ 𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ  and  𝑣ᇱ ൌ  𝜇ሺ𝑥, 𝑡ሻ𝑓ᇱሺ𝑥ሻ. We can see that  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ  has 
no  𝑥 െ 𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑡𝑖𝑣𝑒  due to the integration properties of the Dirac delta functions. Therefore 

න 𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ൫𝜇ሺ𝑥, 𝑡ሻ𝑓ᇱሺ𝑥ሻ൯𝑑𝑥
ଵ

଴

ൌ  ሾ𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ൫𝜇ሺ𝑥, 𝑡ሻ𝑓ሺ𝑥ሻ൯ሿ଴ଵ െන
𝜕
𝜕𝑥

𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ൫𝜇ሺ𝑥, 𝑡ሻ𝑓ሺ𝑥ሻ൯𝑑𝑥
ଵ

଴
 

ൌ െන
𝜕
𝜕𝑥

𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ൫𝜇ሺ𝑥, 𝑡ሻ𝑓ሺ𝑥ሻ൯𝑑𝑥
ଵ

଴
 

For  the  second  integral we  apply  integration by parts  twice  such  that  ,  𝑢 ൌ 𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ  and  𝑣 ൌ
𝜎ଶሺ𝑥, 𝑡ሻ𝑓ሺ𝑥ሻ, then 

න 𝑢𝑣ᇱᇱ𝑑𝑥 ൌ 𝑢𝑣ᇱ െ න 𝑢ᇱ𝑣𝑑𝑥
ଵ

଴
ൌ 𝑢𝑣ᇱ െ ሺ𝑢ᇱ𝑣 െ න 𝑢ᇱᇱ𝑣𝑑𝑥

ଵ

଴
ሻ 

ଵ

଴
 

Therefore 

න
1
2
𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ𝜎ଶሺ𝑥, 𝑡ሻ𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

ଵ

଴
ൌ

1
2
න

𝜕ଶ

𝜕𝑥ଶ
𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ𝜎ଶሺ𝑥, 𝑡ሻ𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

ଵ

଴
 

since  𝑢𝑣ᇱ 𝑎𝑛𝑑 𝑢ᇱ𝑣  vanishes under the boundary integrals. 
Combining the two results, from integration we see that our empirical density yields the SPDE 

in integral form   

න 𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ𝐿𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥 ൌ
ଵ

଴
 

െ׬
డ

డ௫
𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ൫𝜇ሺ𝑥, 𝑡ሻ𝑓ሺ𝑥ሻ൯𝑑𝑥

ଵ
଴

൅ ଵ

ଶ
׬

డమ

డ௫మ
𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ𝜎ଶሺ𝑥, 𝑡ሻ𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

ଵ
଴

           (17) 

This  equation describes how  the macroscopic density  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ  evolves over  time,  taking  into 

account  both  the  drift  and  diffusion  effects  from  the  underlying  stochastic  processes.  By 
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incorporating an externally correlated smoothened noise function, we obtain SPDE of the form shown 

in equation 15. 

The  Dirichlet  boundary  conditions  are  crucial  in  this  derivation,  ensuring  that  no  flux  of 

probability occurs at the boundaries, thus containing the dynamics within the specified domain [0,1]. 

                            □ 

3.1. Limit Characterization 

In this section we establish the distributional behavior of  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ  to the SPDE for any given test 
function  𝑓  using the Martingale problem approach. 

Let 𝑀௧
௙
  be a martingale process adapted to the filtration ℱ௧  generated by  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ  such that 

𝐸ሺ𝑀௧
௙|ℱ௦ሻ ൌ 𝑀௦

௙
      and 

𝑀௧
௙ ൌ 〈𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ,𝑓〉 െ 〈𝑢ሺ𝑥, 0ሻ,𝑓〉 െ න 〈𝑢ሺ𝑥, 𝑠ሻ, 𝐿௦𝑓〉𝑑𝑠

௧

଴
 

Where  〈𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ, 𝑓〉  is the integral of  𝑓  over the random measure  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ  and   

𝐿௦𝑓 ൌൌ െ
𝜕
𝜕𝑥

ሼ𝜇ሺ𝑥, 𝑠ሻ𝑢ሺ𝑥, 𝑠ሻሽ ൅
1
2
𝜕ଶ

𝜕𝑥ଶ
ሼ𝜎ଶሺ𝑥, 𝑠ሻ𝑢ሺ𝑥, 𝑠ሻሽ  

We need to show that 𝑀௧
௙
  is a martingale over  0 ൑ 𝑠 ൏ 𝑡. 

𝑀௧
௙ ൌ න 𝑢ሺ𝑑𝑥, 𝑡ሻ𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑠

ଵ

଴
െ න 𝑢ሺ𝑑𝑥, 0ሻ𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑠

ଵ

଴
െ න න 𝐿௦𝑓ሺ𝑥ሻ𝑢ሺ𝑑𝑥, 𝑠ሻ𝑑𝑠

௧

଴

ଵ

଴
 

From the Skorokhod’s weak convergence, we extend the concept to integrals for  𝑡 ൐ 0  and 𝑛 ⟶ ∞,   

׬ 𝑢௡ሺ𝑑𝑥, 𝑡ሻ𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑠
ଵ
଴

⟶ ׬ 𝑢ሺ𝑑𝑥, 𝑡ሻ𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑠
ଵ
଴

  and 

න න 𝐿௦𝑓ሺ𝑥ሻ𝑢௡ሺ𝑑𝑥, 𝑠ሻ𝑑𝑠
௧

଴

ଵ

଴
⟶ න න 𝐿௦𝑓ሺ𝑥ሻ𝑢ሺ𝑑𝑥, 𝑠ሻ𝑑𝑠

௧

଴

ଵ

଴
 

In order to prove the Martingale property, we consider the expected increments to satisfy: 

𝐸ሺ𝑀௧
௙ െ𝑀௦

௙|ℱ௦ሻ ൌ 𝑀௦
௙ ൌ 0 

ൌ 𝐸ሺሾ〈𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ,𝑓〉 െ 〈𝑢ሺ𝑥, 𝑠ሻ, 𝑓〉ሿ|ℱ௦ሻ െ 𝐸ሺሾන 〈𝑢ሺ𝑥, 𝑟ሻ, 𝐿௥𝑓〉𝑑𝑟ሿ|ℱ௦ሻ
௧

௦
 

Since  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ  is  a  solution  to  the  SPDE,  then  〈𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ, 𝑓〉  has  a martingale property which  is 

uniquely preserved over the interval  ሾ𝑠, 𝑡ሿ  if  〈𝑢ሺ𝑥, 𝑟ሻ,ℒ௥𝑓〉  is also a martingale. Implying that 

𝐸ሺሾ〈𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ, 𝑓〉 െ 〈𝑢ሺ𝑥, 𝑠ሻ,𝑓〉ሿ|ℱ௦ሻ ൌ 𝐸ሺሾන 〈𝑢ሺ𝑥, 𝑟ሻ, 𝐿௥𝑓〉ሿ|ℱ௦ሻ
௧

௦
𝑑𝑟 ൌ 0 

Proving  that  the  limiting behavior of  the  empirical measure  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ  is well posed under  the 

governing SPDE over the chosen test function.              □ 

3.2. Incorporating the Gaussian Kernel 

The SPDE framework for modeling the wealth dynamics in unsecured loans integrates several 

key financial variables, including market forces, loan characteristics, and borrower‐specific factors, 

through a combination of diffusion terms and a Gaussian kernel‐driven colored noise component. 

Letʹs consider  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ  as the density function of wealth associated with unsecured loans, where 

𝑥 represents  a  spatial  variable  (e.g.,  economic  indicators  or  borrowerʹs  financial  status)  and  𝑡  
represents time. 

The general form of the limit SPDE is given by: 

డ௨

డ௧
ൌ െ𝜇ሺ𝑥, 𝑡ሻ

డ௨

డ௫
𝜎ଶሺ𝑥, 𝑡ሻ

డమ௨

డ௫మ
൅  𝜂ሺ𝑢, 𝑥, 𝑡ሻ𝑊ሶ ௄ሺ𝑥, 𝑡ሻ ൅ 𝐺ሺ𝑢, 𝑥, 𝑡ሻ                (18) 

𝐺ሺ𝑥, 𝑡,𝑢ሻ  is an external forcing or interaction modeled by a function which might represent a jump 

process from an external source or interaction among components within the system.   

and   

𝑊ሶ ௄ሺ𝑥, 𝑡ሻ ൌ ׬  𝐾ሺ𝑥 െ 𝑦, 𝑡ሻ
 
ℝ

𝑑𝑊෡ ሺ𝑦, 𝑡ሻ                    (19) 

Such that 𝐾ሺ𝑥 െ 𝑦, 𝑡ሻ  is the Gaussian kernel spatial lag, smoothing the white noise  𝑑𝑊෡ ሺ𝑦, 𝑡ሻ  of 
the correlated noise effects. 
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The  utility  of  the Gaussian  filter  is  informed  by  its  ability  to  provide  a  smoothing  and  a 

controlled decay of past influences of market conditions, loan characteristics and individual factors. 

Our model of choice for the Gaussian decay is represented as 

𝐾ሺ𝑡 െ 𝑠ሻ ൌ 𝑒ିఒሺ௧ି௦ሻ                         𝑓𝑜𝑟  𝑠𝑜𝑚𝑒  𝜆 ൐ 0              (20) 

The decay rate  𝜆  dictates how fast or slow the past influences the process, such as how economic 

downturns or recovery fades from the SPDE; with recent activities having more significant impact in 

comparison to distant events. The memory length of these events is crucial in modeling the sensitivity 

of cyclical risk factors to temporal autocorrelation effects. 

In this context we will assume that  𝐺ሺ𝑢, 𝑥, 𝑡ሻ ൌ 0 for simplicity so that: 
డ௨

డ௧
ൌ ℒ𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ ൅  𝜂ሺ𝑥, 𝑡,𝑢ሻ𝑊ሶ ௄ሺ𝑥, 𝑡ሻ                                          (21) 

𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒 ℒ 𝑖𝑠 𝑡ℎ𝑒 𝑎𝑑𝑗𝑜𝑖𝑛𝑡 𝑜𝑓 𝐿 
Transforming the differential equation into its integral form provides a useful perspective into 

analysis and simulation. 

𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ ൌ 𝑢ሺ𝑥, 0ሻ ൅ ׬ ℒ𝑢ሺ𝑥, 𝑠ሻ 
௧
଴

𝑑𝑠 ൅ ׬  𝜂ሺ𝑢ሺ𝑥, 𝑠ሻ𝑥, 𝑠ሻ𝑑𝑊ሶ ௄ሺ𝑥, 𝑠ሻ
௧
଴

                (22) 

When the noise term is convolved with a Gaussian kernel, it exhibits spatial correlations which 

introduces non‐linear interactions between the noise and the state variable in the SPDE. Such non‐

linearities  typically  require  iterative  or  numerical methods  post‐transformation,  as  they  do  not 

transform into the frequency domain as linear operations do.   

In order to control the non‐linearity, we introduce the Banach Fixed Point Theorem to establish 

conditions under which the SPDE Lipschitz mapping is maintained:   

𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ ↦ ℒ𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ ൅  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ ൅ 𝜂ሺ𝑥, 𝑡,𝑢ሻ𝑊ሶ ௄ሺ𝑥, 𝑡ሻ 
becomes a contraction in Sobolev function space, through which, we can then prove existence and 

uniqueness in solution in spatial domain. 

3.3. Existence and Uniqueness of Solution 

Theorem 5[Banach Fixed Point Theorem]: Let  ሺ𝑋,𝑑ሻ  be a non‐empty complete metric space. Let 

𝑇:𝑋 ⟶ 𝑋  be a contraction mapping on 𝑋. Then, there exists a constant  𝑘  over the interval  0 ൏ 𝑘 ൏
1  such that for all  𝑥,𝑦 ∈ 𝑋, 

𝑑൫𝑇ሺ𝑥ሻ,𝑇ሺ𝑦ሻ൯ ൑ 𝑘.𝑑ሺ𝑥,𝑦ሻ. 
Consequently,  𝑇  has a unique  fixed point  𝑥∗  such  that  𝑇ሺ𝑥∗ ሻ ൌ 𝑥∗, and  for any  𝑥଴ ∈  𝑋, and   

for  𝑛 ∈ ℕ the iterative sequence  𝑥௡ାଵ ൌ 𝑇ሺ𝑥௡ሻ  converges to  𝑥∗. 
Proposition 1[Existence of the solution for the SPDE]: By reformulating the SPDE into an integral 

equation using the variation of constants formula, there exists a mild solution of the form:     

𝑢ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑒௧ℒ𝑢଴ሺ𝑥ሻ ൅ ׬ 𝑒ሺ௧ି௦ሻℒ
௧
଴

𝜂ሺ𝑢ሺ𝑥, 𝑠ሻ𝑥, 𝑠ሻ𝑑𝑊ሶ ௄ሺ𝑥, 𝑠ሻ                         (23) 

and initial condition  𝑢ሺ𝑥, 0ሻ ൌ 𝑢଴ሺ𝑥ሻ where  𝑒௧ℒ    is the semigroup generated by  ℒ. 
Proof. Let  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ  be defined on Hilbert space 𝐻 ൌ 𝐿ଶሺΩሻ, such  that Ω ⊆ ℝ௡ is a bounded domain 

with a smooth boundary. Additionally,  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ  is equipped to handle higher order elliptic differential 
operator functions with measurable derivatives on the Sobolev space 𝐻ଶሺΩሻ. 

We define the second order uniformly elliptic operator  ℒ  of  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ  as: 

ℒ 𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ ൌ െ
𝜕
𝜕𝑥

ሼ𝜇ሺ𝑥, 𝑡ሻ𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻሽ ൅
1
2
𝜕ଶ

𝜕𝑥ଶ
ሼ𝜎ଶሺ𝑥, 𝑡ሻ𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻሽ 

Ensuring that the drift and diffusion coefficients satisfy the Lipschitz conditions of boundedness, 

measurability, symmetric and uniformly elliptic. 

We then state that  𝜂ሺ𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ𝑥, 𝑡ሻ  is globally Lipschitz, i.e. 

||𝜂ሺ𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ𝑥, 𝑡ሻ െ 𝜂ሺ𝑣ሺ𝑥, 𝑡ሻ𝑥, 𝑡ሻ||ு ൑ 𝐾||𝜂ሺ𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ𝑥, 𝑡ሻ െ 𝜂ሺ𝑣ሺ𝑥, 𝑡ሻ𝑥, 𝑡ሻ||ு 

For  all  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ, 𝑣ሺ𝑥, 𝑡ሻ ∈ 𝐻   a  constant,  𝐾ା .  The  noise  term  𝑊ሶ   is modeled  as  illustrated  in 

equation 19. 

Let’s define the mapping 𝚽  of equation 23 on 𝐻: 

𝚽ሺ𝑢ሻሺ𝑡ሻ ൌ 𝑒௧ℒ𝑢଴ሺ𝑥ሻ ൅ ׬ 𝑒ሺ௧ି௦ሻℒ
௧
଴

𝜂ሺ𝑢ሺ𝑥, 𝑠ሻ𝑥, 𝑠ሻ𝑑𝑊ሶ ௄ሺ𝑥, 𝑠ሻ                            (24) 
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To establish that 𝚽  is a contraction, we calculate: 

||𝚽൫𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ൯ െ𝚽ሺ𝑣ሺ𝑥, 𝑡ሻሻ||ு

൑ න ||𝑒ሺ௧ି௦ሻℒ൫𝜂ሺ𝑢ሺ𝑥, 𝑠ሻሻ െ 𝜂ሺ𝑣ሺ𝑥, 𝑠ሻ൯||
௧

଴ ு

𝑑𝑊ሶ ௄ሺ𝑥, 𝑠ሻ 

Using semigroup property and Lipschitz continuity on  𝜂 we can evaluate that:   

𝐸ሾቚห𝚽൫𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ൯ െ 𝚽൫𝑣ሺ𝑥, 𝑡ሻ൯หቚ
ଶ

ு
ሿ ൑ 𝑁ଶ න ቚห൫𝑢ሺ𝑥, 𝑠ሻ൯ െ ൫𝑣ሺ𝑥, 𝑠ሻ൯หቚ

ଶ

ு
𝑑𝑠

௧

଴
 

Where 𝑁  includes the constant from the Lipschitz condition and the semigroup bounds 

□ 

Now that we have shown that  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ has a solution of the form shown in equation 23 and can 

be  represented as a  contraction  to handle  the  temporal non‐linearity, we will move  to prove  the 

uniqueness of this contraction in mean square over small values of  𝑡.   
Lemma 1.  [Gronwall’s Lemma]: Let 𝛽ሺ𝑡ሻ  and 𝑢ሺ𝑡ሻ  be non‐negative  functions on an  interval  ሾ𝑎, 𝑏ሿ. 

Assume 𝛼  is an non‐negative constant, then 𝑢ሺ𝑡ሻ  satisfies an upper bound inequality of the form: 

𝑢ሺ𝑡ሻ ൑  𝛼𝑒׬ ఉሺ௦ሻ
೟
ೌ  ௨ሺ௦ሻௗ௦        for  𝑡 ∈ ሾ𝑎, 𝑏ሿ                  (25) 

Corollary  [Uniqueness  of  the  solution  by  energy  estimates]:  Given  two  potential  solutions 

𝑢ଵሺ𝑡ሻ 𝑎𝑛𝑑 𝑢ଶሺ𝑡ሻ, by applying the Gronwall’s Lemma, and for the same initial conditions, the estimated 

energy difference between the two solutions is: 
డ

డ௧
||𝑢ଵሺ𝑡ሻ െ  𝑢ଶሺ𝑡ሻ||ଶ ൑ 𝐶ห|𝑢ଵሺ𝑡ሻ െ  𝑢ଶሺ𝑡ሻ|ห

ଶ
     𝑖𝑓𝑓    𝑢ଵሺ𝑡ሻ ൌ  𝑢ଶሺ𝑡ሻ,    𝐶 ∈ ℝ              (26) 

Proof.  The  defined mapping  𝚽   defined  in  equation  24  can  be  extended  to  any  two  functional 

solutions  𝑢ଵሺ𝑡ሻ 𝑎𝑛𝑑 𝑢ଶሺ𝑡ሻ  on the Hilbert Space 𝐻, as long as the contraction’s normed difference can 

be given as: 

||𝚽ሺ𝑢ଵሺ𝑡ሻ ሻ െ 𝚽ሺ 𝑢ଶሺ𝑡ሻ ሻ||ு ൌ ||න 𝑒ሺ௧ି௦ሻℒሺ𝜂ሺ𝑢ଵሺ𝑡ሻ െ 𝜂ሺ𝑢ଶሺ𝑡ሻሻ
௧

଴
𝑑𝑊ሶ ௄ሺ𝑠ሻ||ு 

Taking expectations under Ito isometry, 

𝔼||𝚽ሺ𝑢ଵሺ𝑡ሻ ሻ െ𝚽ሺ 𝑢ଶሺ𝑡ሻ ሻ||ଶு

ൌ 𝔼 ቈ||න 𝑒ሺ௧ି௦ሻℒሺ𝜂ሺ𝑢ଵሺ𝑡ሻ െ 𝜂ሺ𝑢ଶሺ𝑡ሻሻ
௧

଴
𝑑𝑊ሶ ௄ሺ𝑠ሻ||ଶு

 

቉ 

                                                ൌ ቂ׬ 𝔼||𝑒ሺ௧ି௦ሻℒሺ𝜂ሺ𝑢ଵሺ𝑡ሻ െ
௧
଴

𝜂ሺ𝑢ଶሺ𝑡ሻሻ ||ଶு𝑑𝑠
 ቃ  (27) 

Assuming that the semigroup  𝑒ሺ௧ି௦ሻℒ  is bounded by a constant 𝑀, that depends on  𝑡, with  𝐿ଶ 
as the Lipschitz constant on  𝜂ሺ𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ𝑥, 𝑡ሻ we have that 

𝔼||𝚽ሺ𝑢ଵሺ𝑡ሻ ሻ െ 𝚽ሺ 𝑢ଶሺ𝑡ሻ ሻ||ଶு ൑ 𝑀ଶ න 𝔼||ሺ𝜂ሺ𝑢ଵሺ𝑡ሻ െ 𝜂ሺ𝑢ଶሺ𝑡ሻሻ
௧

଴
||ଶு𝑑𝑠 

൑ 𝑀ଶ𝐿ଶ ׬ 𝔼||ሺ𝑢ଵሺ𝑡ሻ െ 𝑢ଶሺ𝑡ሻሻ
௧
଴

||ଶு𝑑𝑠                  (28) 

The consequence of the above formulation can be seen that if   

𝜓ሺ𝑡ሻ ൌ 𝔼||𝚽ሺ𝑢ଵሺ𝑡ሻ ሻ െ𝚽ሺ 𝑢ଶሺ𝑡ሻ ሻ||ଶு 

Then by applying the results above,   

𝜓ሺ𝑡ሻ ൑ 𝑀ଶ𝐿ଶ ׬ 𝜓ሺ𝑠ሻ
௧
଴

𝑑𝑠                     (29) 

Where the upper bound of 𝜓ሺ𝑡ሻ ൑ 𝜓ሺ0ሻ𝑒ெ
మ௅మ௧  and initial condition   

𝜓ሺ0ሻ ൌ 𝔼||ሺ𝑢ଵሺ0ሻ ሻ െ ሺ 𝑢ଶሺ0ሻ ሻ||ଶு ൌ 0 

It can therefore be deduced that 𝜓ሺ𝑡ሻ ൌ 0    𝑓𝑜𝑟  𝑡 ൒ 0   
This is a confirmation that 𝚽 mapping is a contraction in the mean square over Hilbert space 

for sufficiently small  𝑡  given the bound 𝑀ଶ𝐿ଶ𝑡 ൏ 1.           □ 

3.4. The Long‐Term Behavior of the Empirical Density 

The  term  to  maturity  of  loans  varies  depending  on  the  individual  borrowing  contracts 

underpinning a portfolio. The proof of existence and uniqueness of the solution of the SPDE should 

holds in the entire time domain irrespective of the loan duration. We therefore need to show that the 

distribution of the SPDE provides a stable long‐term distribution. 
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Proposition  [Convergence  of  the  Process  on  Temporal  Domain]:  Given  the  Dirichlet  boundary 

condition  𝑌௜ሺ0ሻ ൌ  𝑌௜ሺ1ሻ ൌ 0 and continuity of  𝜇௜ 𝑎𝑛𝑑 𝜎௜  over  ሾ0,1ሿ for all  𝑖; and  that  the system  is 
initialized  at  𝑌௜ሺ0ሻ   distributed  according  to  an  initial  density  𝑢ሺ𝑥, 0ሻ  which  also  satisfies  the 

Dirichlet boundary conditions  𝑢ሺ0,0ሻ ൌ 𝑢ሺ1,0ሻ ൌ 0; 
As  𝑡 ⟶ ∞,  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ  converges  to    a unique and bounded stationary solution  to  the stationary 

SPDE distribution,   

𝜎ଶሺ𝑥,∞ሻడ
మ௨ሺ௫,ஶሻ

డ௫మ
൅ 𝜇ሺ𝑥,∞ሻ డ௨

ሺ௫,ஶሻ

డ௫
൅  𝜂ሺ𝑢ሺ𝑥,∞ሻ, 𝑥,∞ሻ𝑊ሶ ௄ሺ𝑥,∞ሻ ൌ 0                      (30) 

Subject  to  the  boundary  conditions    𝑢ሺ0,∞ሻ ൌ 𝑢ሺ1,∞ሻ ൌ 0   and  assuming  that 

𝜇ሺ𝑥, 𝑡ሻ and 𝜎ଶሺ𝑥, 𝑡ሻ  stabilizes to  𝜇ሺ𝑥,∞ሻ and 𝜎ଶሺ𝑥,∞ሻ  respectively as  𝑡 ⟶ ∞. 

However, in the stationary state, the stochastic term does not directly contribute to the steady‐

state form based on the properties of large numbers and diminishing variance in stochastic integrals. 

Therefore, the stationary SPDE becomes 
డ௨ሺ௫,ஶሻ

డ௧
ൌ 𝜎ଶሺ𝑥,∞ሻ

డమ௨ሺ௫,ஶሻ

డ௫మ
൅ 𝜇ሺ𝑥,∞ሻ

డ௨ሺ௫,ஶሻ

డ௫
ൌ 0             (31) 

Proof of Temporal  convergence  [by energy  estimates]. The objective  is  to  show  that  as  𝑡 ⟶ ∞,   

𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ   converges  to  the  stationary  solution    𝑢ஶሺ𝑥ሻ   and  that  the  convergence  maintains  the 

boundary conditions set under the Dirichlet assumption. 

We formulate a metric defining the spread of energy in the system at time  𝑡  as: 

Εሺ𝑡ሻ ൌ ׬ 𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻଶ𝑑𝑥
ଵ
଴

      over the interval  ሾ0,1ሿ.              (32) 

We  seek  to  demonstrate  that  demonstrate  that,  for  the  system  𝑢ஶሺ𝑥ሻ     to  be  stable,  Εሺ𝑡ሻ 
decreases over time, or remains constant under certain conditions. 

Taking time derivative of equation 32, we have 
𝜕𝐸
𝜕𝑡

ൌ
𝜕
𝜕𝑡
න 𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻଶ𝑑𝑥
ଵ

଴
ൌ 2න  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ

𝜕
𝜕𝑡
𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ𝑑𝑥

ଵ

଴
 

Substituting for 
డ

డ௧
𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ  as defined in equation 16 on assumption that the noise term exhibit 

decaying memory  over  time  as    𝑡 ⟶ ∞,    and  integrating  by  parts  over  the Dirichlet  boundary 

condition  𝑢ሺ0, 𝑡ሻ  = 𝑢ሺ1, 𝑡ሻ  =0 , 
𝜕𝐸
𝜕𝑡

ൌ 2න  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ ቈെ
𝜕
𝜕𝑥

ሼ𝜇ሺ𝑥, 𝑡ሻ𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻሽ ൅
1
2
𝜕ଶ

𝜕𝑥ଶ
ሼ𝜎ଶሺ𝑥, 𝑡ሻ𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻሽ቉ 𝑑𝑥

ଵ

଴
 

ൌ 2න  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ ൤െ
𝜕
𝜕𝑥

𝜇ሺ𝑥, 𝑡ሻ𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ൨ 𝑑𝑥
ଵ

଴
൅ 2න  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ ቈ

1
2
𝜕ଶ

𝜕𝑥ଶ
𝜎ሺ𝑥, 𝑡ሻଶ𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻሽ቉ 𝑑𝑥

ଵ

଴
 

ൌ െ2න  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻሾ𝜇ሺ𝑥, 𝑡ሻ𝜕௫𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻሿ𝑑𝑥
ଵ

଴
൅ න  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ ቈ

𝜕ଶ

𝜕𝑥ଶ
𝜎ሺ𝑥, 𝑡ሻଶ𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻሽ቉ 𝑑𝑥

ଵ

଴
 

ൌ െ2 ∗
1
2
න  𝜇ሺ𝑥, 𝑡ሻ𝜕௫ሾ𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻଶሿ𝑑𝑥
ଵ

଴
൅ න  𝜎ሺ𝑥, 𝑡ሻଶሾ𝜕௫𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻሿଶ𝑑𝑥

ଵ

଴
 

ൌ െ׬  𝜇ሺ𝑥, 𝑡ሻ𝜕௫𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻଶ𝑑𝑥
ଵ
଴

൅ ׬  𝜎ሺ𝑥, 𝑡ሻଶሾ𝜕௫𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻሿଶ𝑑𝑥
ଵ
଴

   

          (33) 

Thus, for controlled and suitably bounded  𝜇ሺ𝑥, 𝑡ሻ  and  𝜎ሺ𝑥, 𝑡ሻଶ  drawn from  ሾ0,1ሿ, the energy is 
non‐increasing such that, 

𝜕𝐸
𝜕𝑡

൑ 0 

The  conditions  𝑢ሺ0,∞ሻ ൌ ൫𝑢ሺ1,∞ሻ൯ ൌ 0   are  inherently  respected  as  each  𝑌௜ሺ𝑡ሻ   individually 
satisfies these conditions, implying no mass exists beyond these boundaries in the empirical measure 

as  𝑡 ⟶ ∞.                      □ 

We need  to go beyond  the convergence of  the empirical density measure and show  that  the 

solution is stable in spatial domain. 

Proposition [Stability of the Process]: In order to analyze the stability of  𝑢ሺ∞, 𝑡ሻ  perturbation 
techniques are used to examine how small changes in initial conditions affect the solution trajectory 

of the SPDE over time. Assume that the drift and diffusion coefficients are constants. 

For a small change parameter,  𝜀, defined over a smooth function 𝜑ሺ𝑥ሻ  bounded by the Dirichlet 
condition 𝜑ሺ0ሻ ൌ 𝜑ሺ1ሻ ൌ 0,    there exists a perturbation on the initial condition can be represented 
as: 
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𝑢ሺ𝑥, 0ሻ ൌ 𝑢ሺ∞, 0ሻ ൅ 𝜀𝜑ሺ𝑥ሻ 
We express the solution   

𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ ൌ 𝑢ሺ∞, 𝑡ሻ ൅ 𝜀𝑣ሺ𝑥, 𝑡ሻ 
Where  the process    𝑣ሺ𝑥, 𝑡ሻ  corresponds  to  the  system perturbation with  an SPDE  evolution 

denoted as     
డ௩ሺ௫,௧ሻ

డ௧
ൌ ଵ

ଶ
𝜎ଶሺ𝑥, 𝑡ሻ డ

మ௩ሺ௫,௧ሻ

డ௫మ
െ 𝜇ሺ𝑥, 𝑡ሻ డ௩ሺ௫,௧ሻ

డ௫
                  (34) 

In order to analyze the systems’ stability, we observe the behavior of  𝑣ሺ𝑥, 𝑡ሻ over time, where 

𝑢ሺ∞, 𝑡ሻ is  stable  against  the  perturbation.  Solving  for  𝑣ሺ𝑥, 𝑡ሻ,   by  substituting  into  the  perturbed 
SPDE through separation of variables,   

let    𝑣ሺ𝑥, 𝑡ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑥ሻ𝑄ሺ𝑡ሻ  for constant  𝜇    and  𝜎ଶ, 
we have that 

𝑄ᇱሺ𝑡ሻ ൌ 𝜃𝑄ሺ𝑡ሻ                  and      𝜃𝑃ሺ𝑥ሻ ൌ ଵ

ଶ
𝜎ଶ𝑃ᇱᇱሺ𝑥ሻ െ 𝜇𝑃ᇱሺ𝑥ሻ                (35) 

where  𝜃  is the eigenvalue of the differential operator below, whose value determines whether the 

perturbation dampens out or persists to cause stability or  instability respectively in the stationary 

state  𝑢ሺ∞, 𝑡ሻ 
ଵ

ଶ
𝜎ଶሺ𝑥, 𝑡ሻ డ

మ௩ሺ௫,௧ሻ

డ௫మ
െ 𝜇ሺ𝑥, 𝑡ሻ డ௩

ሺ௫,௧ሻ

డ௫
െ డ௩ሺ௫,௧ሻ

డ௧
െ 𝜃𝑣ሺ𝑥, 𝑡ሻ ൌ 0              (36) 

Solve the spatial part: 

𝜃𝑃ሺ𝑥ሻ ൌ
1
2
𝜎ଶ𝑃ᇱᇱሺ𝑥ሻ െ 𝜇𝑃ᇱሺ𝑥ሻ 

Using an ansatz of    𝑃ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒௛௫, derive:   

 
1
2
𝜎ଶℎଶ െ 𝜇ℎ െ 𝜃 ൌ 0 

ℎ ൌ ఓേඥఓమାଶఙమఏ

ఙమ
                    (37) 

yielding  ℎ values that depend on 𝜇,  𝜎ଶ and  𝜃.   
Since Dirichlet boundary condition is constrained on  𝑃ሺ0ሻ ൌ 𝑃ሺ1ሻ ൌ 0  the consequence is that 

non‐trivial  solutions  exist  for  real values of  ℎ.  Therefore,  𝑃ሺ𝑥ሻ  fails  to vanish at  the boundaries, 
indicating oscillatory behavior. Thus, an analysis of  ℎ  for imaginary values to ensure oscillations fit 

within [0, 1] indicate no internal modes of real valued eigenvalues that would otherwise be a source 

of instability in ℝ୬. 

4. Model Analysis 

4.1. The Correlated Brownian Motion Analysis 

We begin the numerical analysis by considering the works of (Nguyen, 2021) who estimated the 

correlation  coefficients  of 𝑊ሶ ௄ሺ𝑥, 𝑡ሻ   from  historical  data.  Following  the  validity  of  the  parameter 

choices, we will use Euler‐Maruyama Method to simulate our case data for analysis. We will consider 

aggregated loans for a more general outlook on the evolution of the state process and the correlated 

Brownian motion. 

Consider a stable market such as one witnessed in the US economy between September 2021 to 

December 2021 with stable 30‐Day average volatility of 20%, the annual GDP Q4 growth‐rate of 7.4%, 

a CBR  rate of 1.25% p.a.  (on quarterly average) and a GDP per capita  income of $65,986  [Source: 

Federal Reserve Bank of St. Louis].    These metrices are taken to represent the market, the loan factor 

and individual characteristics, respectively, and are observed over a 3 months window on unsecured 

loans (credit card loans over the same period) with the correlations deduced as follows: 

Table 1. The correlation matrix of the variational factors in a boom market. 

  GDP Growth  CBR Rate  Income Levels 

GDP Growth  1.000000  ‐0.057004  0.122415 

CBR Rate  ‐0.057004  1.000000  ‐0.009646 

Income Levels  0.122415  ‐0.009646  1.000000 
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The figure below shows how the correlations between the three factors can be paired over the 

observation period of the boom market is as follows. 

 

(a)  (b)  (c) 

Figure 1. Boom Market: Piecewise correlations (a) Between GDP and CBR rate, (b) GDP and Income, (c) CBR 

rate and Income. 

The correlation can be repeated over a distressed market such as that seen during the COVID 

pandemic, with sample data drawn from the US economy between February 2020 to May 2020. The 

data  shows  financial  instruments  exhibiting  high  levels  of  volatility  of  46.56%,  GDP Quarterly 

growth‐rate of ‐1%, CBR rate of 3.35% p.a and a GDP per capita income of $60,000 [Source: Federal 

Reserve Bank of St. Louis]. The correlations here, observed over a 3 months window on unsecured 

loans (credit card loans over the same period) can be deduced as follows: 

Table 2. The correlation matrix of the variational factors in a distressed market. 

  GDP Growth  CBR Rate  Income Levels 

GDP Growth              1.000000  ‐0.057004  0.122415 

CBR Rate  ‐0.057004              1.000000  ‐0.009646 

Income Levels              0.122415  ‐0.009646  1.000000 

The figure below shows how the correlations between the three factors can be paired over the 

observation period of the declining market. 

 

(a)  (b)  (c) 

Figure 2. Distressed Market: Piecewise correlations (a) Between GDP and CBR rate, (b) GDP and Income, (c) 

CBR rate and Income. 

Preprints.org (www.preprints.org)  |  NOT PEER-REVIEWED  |  Posted: 20 May 2025 doi:10.20944/preprints202505.1496.v1

© 2025 by the author(s). Distributed under a Creative Commons CC BY license.

https://doi.org/10.20944/preprints202505.1496.v1
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


  15  of  25 

 

The corresponding Cholesky Decomposition factor L is given as follows: 

Table 3. Cholesky Decomposition Matrix. 

            1.000000  0.00000  0.00000 

‐0.057004  1.000000  0.00000 

            0.122415  ‐0.0026722  0.9924754 

4.2. The Standardized and Aggregated Wiener Process 

The  three  correlated Brownian motions  can  then be  standardized  to  ensure  that  each  factor 

contributes proportionately to the analysis. This ensures that our empirical process  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ  is affected 
by a noise component in ℝ. Using PCA these components are collapsed into one aggregated measure 

𝑊ሶ ሺ𝑡ሻ whose value maximized the variance of the empirical process  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ. 

 

(a)  (b) 

Figure 3. (a) Boom market standardized values of the Wiener process (September 2021 to December 2021) (b) 

Boom market aggregated values of the Wiener process under Principal component weighting (September 2021 

to December 2021). 

By  combining  the  three:  correlated GDP, CBR  rate  and  income  levels  into  one matrix  and 

applying PCA, the model is able to capture the dominant trend of the market. The primary trend is 

extracted using  linear  regression by  fitting  the  line of best  fit  that minimizes  the sum of squared 

residuals, leaving the residuals to isolate short‐term fluctuations from the overall trend. The noise 

aggregation yields a 85.279644% explained variance ratio. 

Similar noise component standardization and aggregation can be extended  to    falling Covid 

pandemic market. 

In Figure 4 above the distressed market parameters yield a 66.285134% explained variance ratio. 

In  both  the  booming  and  distressed  markets,  the  PCA  effectively  aggregates  the  trends 

generated by the market GDP, loan Interest CBR rate, and Individual income indicators into a single 

principal component that encapsulates the economic outlook into one noise process. 
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(a)  (b) 

Figure 4.  (a) Distressed market  standardized values of  the Wiener process  (February 2020  to May 2020)  (b) 

Distressed market aggregated values of  the Wiener process under Principal component weighting  (February 

2020 to May 2020). 

4.3. The Gaussian Kernel 

The Gaussian Kernel  convolution described  in  equation  19  and  20  can  be  used  to  load  the 

aggregated noise described in figure 3 and 4 above with historical data effects to smoothen the noise 

by dampening the higher volatility while retaining the lower volatility points drawn from the three 

sources of variability. 

In order to attain localized smoothing, Gaussian smoothing method is applied over the residuals 

using small standard deviations. Thus, minimizing the noise while preserving the crucial short‐term 

movements. 

Table 4. Gaussian Kernel parameters. 

Parameter  Value in Boom Market  Value in Downward Market 

Decay rate,  𝜆  0.01  0.01 

The smoothened trend extracted Gaussian Kernel of the stochastic influence of the SPDE is done 

by overlaying a directional averaging over the smoothed principal component 𝑊ሶ ሺ𝑡ሻ  as shown below. 

   

(a)  (b) 

Figure 5. (a) Trend extracted and smoothened Gaussian Kernels under boom markets. (b) Trend extracted and 

smoothened Gaussian Kernels under distressed market. 

4.4. Mathematical Simulation and Analysis of the SPDE 

In this section we will consider a practical use of the empirical measure to model the risk borne 

of unsecured loans.   

We will proceed to simulate a case scenario where  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ, is used to model the probability of 

default. However, the reader is guided that there are various sources of risk that a financial institution 
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may want to mitigate as was mentioned in the literature review. The method of evaluating these risks 

is the same and can even be aggregated on the assumption of linearity and independence. 

We proceed to formulate the probability of default as at time t as: 

𝑃ௗሺ𝑡ሻ ൌ න 𝑢ሺ𝑥, 𝑡|ℱ௧ሻ𝑑𝑥
௬ೆ

௬ಽ

 

Where  𝑢ሺ𝑥, 𝑡|ℱ௧ሻ  is the empirical density solving the SPDE with  𝑥  as the spatial point of credit 
worthiness instance such as credit score and,  𝑦  is density value of score limit such that 

𝑦: ሼ𝑥 ∈ ሾ300,850ሿ ⟶ ሾ0,1ሿሽ 
where  𝑦௅ 𝑎𝑛𝑑 𝑦௎ represent  transformed  cutoff  scores  in  a  portfolio.  This  formulation  provides  a 

cumulative measure of default risk across a segment of the borrowers.    The cutoffs are dynamically 

adjusted based on prevailing economic conditions or changes in lending policy.   

Over  time,  𝑃ௗሺ𝑡ሻ   is  analyzed  to  forecast  trends  in  default  probabilities,  helping  lenders 
anticipate shifts in the risk landscape and adjust their strategies to accommodate the changes in risk 

dynamics. By simulating the SPDE under different economic scenarios, businesses can predict how 

these factors might shift the distribution  𝑢ሺ𝑥, 𝑡|ℱ௧ሻ  and thus  𝑃ௗሺ𝑡ሻ. 
Taking temporal partial derivative on  𝑃ௗሺ𝑡ሻ,  and substituting  𝑢ሺ𝑥, 𝑡|ℱ௧ሻ  as defined in equation 

20, we get the cumulative distribution of the bounded spatial probability of default   

𝜕
𝜕𝑡
𝑃ௗሺ𝑡ሻ ൌ

𝜕
𝜕𝑡
න ቊሺ𝜎ଶሺ𝑥, 𝑡ሻ

𝜕ଶ𝑢
𝜕𝑥ଶ

൅ 𝜇ሺ𝑥, 𝑡ሻ
𝜕𝑢
𝜕𝑥

൅  𝜂ሺ𝑢, 𝑥, 𝑡ሻ𝑊ሶ ௄ሺ𝑥, 𝑡ሻሻ|ℱ௧ሻቋ 𝑑𝑥
௬ೆ

௬ಽ

 

We then analyze this probability of default from data drawn from the two contrasting economic 

conditions stated in section 4.1.   

4.4.1. Euler‐Maruyama Method on Probability of Default 

To obtain the absolute probability of default, a finite difference scheme is utilized to handle the 

spatial  derivatives  while  a  time‐stepping  method  like  Euler‐Maruyama  for  the  temporal  and 

stochastic components. We divide the range of FICO scores into discrete segments and the applying 

a  time  step  small  enough  to  capture  the dynamics  but  large  enough  to  ensure polynomial  time 

computational efficiency. 

To  handle  the  stochastic  term  𝜂ሺ𝑢, 𝑥, 𝑡ሻ𝑊ሶ ௄ሺ𝑥, 𝑡ሻ  we  use Monte  Carlo methods  to  simulate 

multiple paths of  𝑢ሺ 𝑥, 𝑡ሻ  under random influences, averaging the results to approximate  𝑃ௗሺ𝑡ሻ. 
Critical to the simulation’s success is the uniqueness of the FICO score ranges and time intervals 

in  the discretization process  into  finite  intervals. This discretization allows us  to approximate  the 

differential components of  the SPDE, specifically  the partial derivatives with  respect  to  the FICO 

score,  which  represents  the  spatial  dimension  in  our  model.  Similarly,  the  time  dimension  is 

discretized into steps that correspond to the duration over which we forecast the economic indicators 

and borrower behaviors. This step is crucial for tracing the evolution of default probabilities through 

time under various economic conditions.   

Suppose we discretize the FICO score range  𝑥  into 𝑁  intervals with spacing  𝛥𝑥  and the time 

𝑡  into 𝑀  intervals with spacing  𝛥𝑡.   
Let  𝑥௜ ൌ 𝑖𝛥𝑥  for  𝑖 ൌ 0,1, … ,𝑁  and  𝑡௝ ൌ 𝑗𝛥𝑡  for  𝑗 ൌ 0,1, … ,𝑀. The value of  𝑢  at these points is 

denoted as  𝑢௜
௝ ൌ 𝑢ሺ𝑥௜ , 𝑡௝ሻ. The Dirichlet boundary conditions specifying the state variable  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ  at 

the boundaries  𝑥଴  (minimum FICO score) and  𝑥ே (maximum FICO score) for all time points of the 

spatial and temporal domains. 

Setting the borrowers with the lowest FICO score have a very high default probability, possibly 

approaching 1 

𝑢௢
௝ ൌ 𝑢൫𝑥଴, 𝑡௝൯ ൌ 1 

and the borrowers with the highest FICO score have a very low default probability, which might be 

close to 0. 

𝑢ே
௝ ൌ 𝑢൫𝑥ே, 𝑡௝൯ ൌ 0 

These  boundary  conditions,  when  rigorously  implemented,  help  maintain  stability  by 

preventing  boundary‐induced  anomalies  in  the  numerical  solution.  Ensuring  that  the  initial 
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conditions  𝑢௢
௝
      are smooth and consistent with the boundary conditions at  𝑥଴    and  𝑥ே  is crucial 

for the physical realism of the model. 

For the internal nodes  𝑖 ൌ 0,1, … ,𝑁 െ 1, the updated SPDE equation written in FDM with time 

derivatives becomes: 

𝑢௜
௝ାଵ ൌ 𝑢௜

௝ ൅ ቈ𝜎൫𝑢௜
௝ ,𝑥௜ , 𝑡௝൯

ଶ
ቊ
𝑢௜ାଵ
௝ െ 2𝑢௜

௝ ൅ 𝑢௜ିଵ
௝

ሺ𝛥𝑥ሻଶ
ቋ ൅ 𝜇൫𝑢௜

௝ ,𝑥௜ , 𝑡௝൯ ቊ
𝑢௜ାଵ
௝ െ 𝑢௜ିଵ

௝

2𝛥𝑥
ቋ቉𝛥𝑡

൅ 𝜂൫𝑢௜
௝ , 𝑥௜ , 𝑡௝൯𝜉௜

௝√𝛥𝑡 

where         
డ௨

డ௧
|ሺ௫೔,௧ೕሻ ൎ

௨೔
ೕశభି௨೔

ೕ

௱௧
,   

డ௨

డ௫
|ሺ௫೔,௧ೕሻ ൎ

௨೔శభ
ೕ ି௨೔షభ

ೕ

ଶ௱௫
      and       

డమ௨

డ௫మ
|ሺ௫೔,௧ೕሻ ൎ

௨೔శభ
ೕ ିଶ௨೔

ೕା௨೔షభ
ೕ

ሺ௱௫ሻమ
    respectively. 

While the stochastic colored noise term is approximated using the Gaussian random variable   

𝜉௜
௝
  scaled appropriately such that   

𝜂൫𝑢, 𝑥௜ , 𝑡௝൯𝑊ሶ ௄൫𝑥௜ , 𝑡௝൯|ℱ௧ሻ𝛥𝑡 ൎ 𝜂൫𝑢௜
௝ , 𝑥௜ , 𝑡௝൯𝜉௜

௝√𝛥𝑡 
The model equation in this case depends on the parameters presented on a particular market 

condition and a given scoring criterion. For example, the SPDE below is drawn from a boom market 

and the borrowers of score range 500 to 750.   
𝜕𝑢
𝜕𝑡

ൌ 0.035
𝜕ଶ𝑢
𝜕𝑥ଶ

൅ 0.05
𝜕𝑢
𝜕𝑥

൅ 0.03𝑊ሶ ሺ𝑥, 𝑡ሻ          with initial condition 𝑢ሺ𝑥, 0ሻ

ൌ 0.07 

4.4.2. Boom Market Evolution of Probability of Default Using SPDE Approach 

A  boom  market  is  characterized  by  stability  in  credit  market,  improved  borrower 

creditworthiness, and stable low lending rates. Such an economy is also characterized by a positive 

GDP growth rate, low CBR rates and increased household income. 

The  SPDE  parameters  in  a  boom market  exhibit  significantly  low  volatility,  σ,  reflecting  a 

reduced  uncertainty; with  higher mean  rate  of  borrowing,  μ,  reflecting  optimism  in  repayment 

capabilities. Moderate levels of  𝜂, implying lower unexpected economic shocks. 

To effectively manage and anticipate credit risk from an unsecured loan portfolio, particularly 

within the context of a stable economy, a Monte Carlo simulation approach is employed, leveraging 

extensive historical economic data to capture default probabilities. 

Given the economic scenario described in section 4.1 and portfolio historical data drawn from 

200,000 borrowers, the drift coefficient μ of 0.16 indicating improved credit lending metrics such as 

credit scores. The diffusion coefficient σ=0.01. A reflection of reduced uncertainty in borrowers’ credit 

worthiness.  The  Economic  factors  influencing  the  stochastic  component  (η=0.005)  over  the 

observation  period  remain  as  described  in  section  4.1  above.  All  the  parameters  are  taken  as 

deterministic over the observation duration. 

This simulation of the default probability based on FICO range can give an insight into the risk 

borne from various Scores in various market conditions. 

Fig 6 shows the probabilities of defaults in the three score categories in a boom market characterized 

by cheap credit. Borrowers with credit score of less than 650 have a higher probability of default over the 

three months observational period compared to borrowers with credit scores above 650. 

Table 5. SPDE Simulation Parameters in a boom market. 

Parameters  FICO ≤ 650 
FICO Range 

650 <FICO ≤700 

FICO Range 

700 <FICO ≤750 

mu  0.05  0.08  0.16 

sigma  0.35  0.20  0.14 

eta  0.03  0.009  0.004 

M  100  50  50 

N  90  90  90 

𝑢ሺ𝑥, 0ሻ  0.2250  0.1200  0.0720 
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Figure 6. Evolution of probability of default in a boom market under different credit score tranches. 

4.4.3. Probability of Default in a Distressed Market 

In a distressed market, the credit market witnesses heavy default rates with the heaviest losses 

experienced in score category with FICO ≤ 650. The volatility level is also higher in the lower score 

category. The stochastic influence coefficient also shows a significant contribution to the SPDE. 

Table 6. SPDE Simulation Parameters in a distressed market. 

Parameters  FICO ≤ 650 
FICO Range 

650 <FICO ≤700 

FICO Range 

700 <FICO ≤750 

mu  0.03  0.05  0.09 

sigma  0.55  0.33  0.21 

eta  0.33  0.17  0.10 

M  100  50  50 

N  90  90  90 

𝑢ሺ𝑥, 0ሻ  0.5000  0.1743  0.1250 
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Figure 7. Evolution of probability of default in a distressed market under different credit scores. 

Analyzing the risk for each FICO score segment based on their default probabilities over time 

provides crucial  insights, particularly  in a recovery economy scenario. For  the Low‐Risk Segment 

(FICO  >  700),  default  probabilities  remain  consistently  low,  demonstrating minor  sensitivity  to 

economic fluctuations. This stability likely stems from higher financial reserves, better credit access, 

and  stable  employment  conditions  characteristic  of  such  borrowers.  Lenders  should  focus  on 

retaining  these  low‐risk  clients  by maintaining  competitive  interest  rates  and  offering  premium 

financial products, leveraging their reliability for stable returns. 

The Medium‐Risk Segment (650 < FICO ≤ 700) exhibits more variability in default probabilities 

than the low‐risk segment, with a noticeable response to economic downturns. The financial health 

of these borrowers often correlates directly with prevailing economic conditions, such as employment 

rates and GDP growth. They face a higher risk of default under adverse economic conditions but can 

recover if supported appropriately. To manage this risk, lenders should monitor economic indicators 

closely and consider flexible loan terms and refinancing options during economic recoveries to help 

sustain these borrowersʹ creditworthiness. 

In contrast,  the High‐Risk Segment (FICO ≤ 650) shows  the highest and most volatile default 

probabilities, which sharply increase during economic downturns. This segmentʹs financial stability 

is  extremely  sensitive  to  economic  stress,  often  exacerbated  by  lower  savings,  precarious 

employment, or high debt‐to‐income ratios. For these borrowers, lenders should employ stringent 

risk assessment measures, potentially requiring higher reserves or significant collateral to mitigate 

risks. Additionally, dynamic risk‐based pricing might be appropriate, where interest rates adjust in 

response  to  real‐time  changes  in  the  borrowersʹ  risk  profiles,  ensuring  that  lending  practices 

adequately reflect the heightened risk associated with this segment. 

A rigorous sensitivity analysis can be conducted on key parameters such as diffusion (σ), drift 

(μ),  and  stochastic  influence  (η).  This  analysis  helps  to  understand  how  susceptible  the  default 

probabilities are to changes in these parameters and allows for adjustments to reflect different rates 

of economic recovery or potential downturns. 

The culmination of  this process  is a detailed  report  that not only summarizes  the simulation 

process  and  findings  but  also  offers  actionable  recommendations  for  stakeholders.  This  report 

includes strategic risk management approaches designed to mitigate potential future risks based on 

the simulation results. 

5. Discussions 

In this section, we summarize the key findings of the study, then discuss their implications for 

real‐world unsecured  lending, and  suggest avenues  for  future  research. The primary goal of  this 

paper  was  to  develop  a  novel  SPDE‐based  framework  for  modeling  the  wealth  dynamics  of 

unsecured  loans,  and  the  results  have  demonstrated  both  the  feasibility  and  advantages  of  this 

approach in evaluating the probability of default. 
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5.1. Summary of Findings 

Through the construction of a stochastic partial differential equation model, we have shown that 

it is possible to capture the evolution of a loan portfolio’s wealth, its loss and default risk under the 

influence of multiple correlated factors. Starting from an individual loan’s stochastic wealth process 

driven by borrower‐specific, loan‐specific, and macroeconomic shocks, we derived a measure‐valued 

process  representing  the  entire portfolio. Using  a  combination of probability  limit  theorems  and 

stochastic analysis, we proved that as the number of loans grows large, the empirical distribution of 

loan states converges to a deterministic function,  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ, that satisfies a well‐posed SPDE. This SPDE 

incorporates  drift  terms  reflecting  average  economic  trends  and  diffusion  terms  capturing  the 

volatility  due  to  random  shocks,  underpinned  by  a  Gaussian  kernel  to  account  for  temporal 

persistence (market memory) in those shocks. We validated the model with numerical simulations, 

demonstrating how it can predict the probability of default (PD) for different segments of borrowers 

over time. For example, in a stable “boom” economic scenario, default probabilities remained low 

across all credit score segments, whereas in a stressed “crisis” scenario, the lower‐credit segments 

showed a sharp increase in PD. These outcomes are consistent with real‐world expectations, lending 

credibility to the model. 

5.2. Real‐World Applications 

The SPDE model introduced in this study provides a robust tool for various stakeholders in the 

financial industry. Financial institutions (banks, credit lenders) can use the model to simulate and 

forecast default rates under different economic conditions. Because the model incorporates correlated 

macroeconomic factors (like GDP growth and interest rates) and borrower behavior, it can be used 

for stress testing an unsecured loan portfolio. For instance, risk managers could simulate a sudden 

economic downturn by  introducing  a  shock  to  the drift or volatility  terms and observe how  the 

distribution of borrower wealth evolves. The model would yield the changing probability of default 

over  time, helping  in predicting  risky  segments of  the portfolio. This allows  for proactive policy 

changes that might help in mitigating the adversities of such scenarios, such as adjusting credit limits, 

pricing for risk, or bolstering reserves. 

Another real‐world application of the proposed model above is in loan pricing and valuation. 

Lenders could also integrate this model into pricing unsecured loan products. By understanding the 

stochastic evolution of borrower wealth and default likelihood, lenders can more accurately price the 

risk premium on  loans. The SPDE’s  solution  𝑢ሺ𝑥, 𝑡ሻ,    gives  the distribution of “financial health” 
scores over time. Through its derivation, expected losses can be computed and use those to inform 

interest rates or insurance for loan portfolios. 

Regulatory bodies and policymakers can benefit from the model as a means to gauge the health 

of the unsecured lending market. Since unsecured loans (like credit card debt, student loans, mobile 

applications loans, etc.) have no collateral, they pose a higher risk to the financial system in times of 

stress. Our model, when  calibrated  to market data,  can  serve as an early warning  system.  If,  for 

example,  the model  predicts  a  rising wave  of  defaults  given  certain macroeconomic  forecasts, 

regulators might tighten lending standards or increase capital requirements for those exposures. The 

model’s ability to track the distribution of loans is especially useful for systemic risk analysis, as it 

can capture concentration of risk (e.g., if many borrowers are at the brink of default simultaneously). 

Notably,  from  a policy  implications perspective,  the  findings highlight how macroeconomic 

stability translates into lower default risk for unsecured loans. This underscores the importance of 

policies  that maintain  economic  growth  and  employment  –  benefits  that  clearly  trickle down  to 

consumer credit stability. Conversely, in a downturn, our results suggest that interventions might be 

needed to assist the most vulnerable borrower segments.   
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5.3. Implications of the SPDE Approach 

By introducing a dual perspective of spatial dimension (the “creditworthiness” axis, which can 

be thought of as a transformed credit score or wealth metric) and a temporal dimension, the SPDE 

approach  enriches  traditional  credit  risk  models.  Unlike  static  credit  scoring  or  even  simpler 

stochastic loss models, the SPDE captures dynamics and interdependence. At its core, it shows how 

shocks propagate through the borrower population over time. One key implication is that credit risk 

is not memoryless – past economic events leave a lingering effect (modeled by the Gaussian kernel’s 

decay of influence). This supports the idea that regulatory stress tests and economic policy should 

consider not  just point‐in‐time metrics but also the path of how we got there. Prolonged period of 

sustained growth  can build  resilience, whereas  steep down markets  can  lead  to  shocks  that  can 

compound  dramatically  into  risk  of  default  over  a  sustained  period.  Our  model  provides  a 

quantitative way to describe these phenomena. 

5.4. Future Research Directions 

This work  opens  several  avenues  for  further  investigation.  The model  can  be  extended  to 

incorporate more  factors  and  in higher dimensions. Future models  could  include more granular 

economic  factors or borrower attributes. For  example,  segmenting by different  loan  types  (credit 

cards, student loans, personal loans and mobile application loans) might require a multi‐dimensional 

state space or a system of coupled SPDEs. Incorporating factors like employment status or debt‐to‐

income ratio as additional dimensions could provide a more detailed picture of risk, albeit at the cost 

of analytical tractability. 

The complex, non‐linear nature of the SPDE might benefit from machine learning techniques. 

One could use historical loan performance data to train the drift and diffusion functions rather than 

assuming functional forms. Techniques from reinforcement learning or neural SPDE solvers could 

calibrate the model  in real‐time, as economic conditions change. A hybrid model where the SPDE 

provides  the  structure  and  machine  learning  provides  data‐driven  calibration  could  be  very 

powerful. 

Solving  SPDEs  can  be  computationally  intensive.  Our  use  of  Euler‐Maruyama  and  finite 

differences  is  straightforward  but may  not  be  the most  efficient.  Future  research  could  explore 

advanced numerical schemes or variance reduction techniques for the Monte Carlo simulation of the 

SPDE. Ensuring stability and convergence of the numerical method for a wide range of parameters 

(especially in extreme stress scenarios) would be important for practical adoption. 

Researchers might apply this SPDE model to real loan portfolio data from banks to validate its 

predictive performance. A comparative study between this SPDE approach and traditional credit risk 

models such as logistic regression, survival analysis, or agent‐based simulations, would shed light 

on how much gain  in accuracy or  insight  the SPDE provides.  It would be  interesting  to  see,  for 

instance, if the SPDE model could have foreseen the rise in unsecured loan defaults during an event 

like the COVID‐19 pandemic more clearly than standard models. 

6. Conclusions 

In  conclusion,  this  paper  introduced  a  Stochastic  PDE  model  for  unsecured  loan  wealth 

dynamics and demonstrated  its  theoretical soundness and practical relevance. The model bridges 

individual loan behavior and portfolio‐level risk through a continuous, stochastic description that 

accounts  for  both  idiosyncratic  noise  and  correlated  economic  shocks.  Our  theoretical  analysis 

confirmed that the model is mathematically well‐behaved (admitting a unique solution that remains 

stable over time), and the numerical experiments illustrated how it can be applied to estimate default 

probabilities under various economic conditions. The SPDE approach provides a unifying framework 

to  analyze  credit  risk  in unsecured  lending,  offering  insights  that  are  valuable  to  both  financial 

institutions and regulators. 
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Ultimately, by capturing the spatial‐temporal evolution of credit risk, the model contributes to 

a deeper understanding of how shocks and policies propagate through loan portfolios. We believe 

that with further refinement and calibration, such models can become integral to risk management 

strategies and policy decision‐making, helping  to  ensure  stability  in  the  ever‐growing unsecured 

credit markets. The work presented here is a step in that direction, laying the groundwork for more 

sophisticated and inclusive models in future research. 

Conflicts  of  Interest:  The  authorship  of  this manuscript  bears  no  conflict  of  interest  in  its  research  and 

publication. 

Abbreviations 

The following abbreviations are used in this manuscript: 

SDE 

PDE 

SPDE 

Stochastic Differential Equation 

Partial Differential Equation 

Stochastic Partial Differential Equation 

MBS  Mortgage Backed Securities 

GDP  Gross Domestic Product 

FICO 

CBR 

PCA 

Fair Isaac Corporation 

Central Bank Rate 

Principal Component Analysis 
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